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概 要

原子光学で用いられる準 1次元的な導波路内を伝搬する引力型Bose-Einstein凝
縮体の運動を記述する時間依存Gross-Pitaevskii方程式および非線形 Schrödinger

方程式 (NLS方程式)の初期値問題において、非ソリトン型初期波束から放出され
る輻射が系の時間発展に与える影響を解析した。様々な幅をもつ箱型・井戸型ポテ
ンシャルに非ソリトン型初期波束を入射させ、波束の反射率や透過率が初期波束中
心の位置と系の非線形性の強さを表すパラメタにどのように依存するかを数値的に
調べた。その結果、非ソリトン型初期波束の反射率や透過率は輻射放出に伴う波形
変動の影響によって、初期波束中心を置いた位置に依存することがわかった。実空
間で振動しながら輻射を放出する波束を運動量空間で見ると、その波形に高周波の
パターンが形成されることを示し、このパターンによって輻射の存在を実験的に観
測できる可能性があることを指摘した。NLS方程式に付随する Zakharov-Shabat

の固有値問題 (ZS問題)を通じて非ソリトン型初期波束を構成するパルス同士の相
互作用を解析した。2つの矩形型初期パルスの相互作用を調べた結果、輻射同士の
相互作用によって系の終状態に現れるソリトンの数が変化しうることがわかった。
急減少する任意の滑らかな初期波束を解析できる新しい計算手法を発見し、相対
位相をもつ 2つの滑らかな非ソリトン型初期パルスの相互作用を調べた結果、最終
的に生成されるソリトンの数は相対位相によっても変化することがわかった。ZS

問題を通じた解析は、発展方程式の直接的な数値積分によらない方法であるため、
長時間にわたる数値計算や数値誤差の蓄積を避けられる。本研究によって、初期
条件のソリトン解からのずれは系の時間発展に無視できない影響を及ぼしうるこ
とが示された。
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第1章 導　入

1.1 Bose-Einstein凝縮と原子光学の発展
BoseによるPlanckの輻射公式の導出に用いられた光子の不可弁別性の重要性を

掘り下げたEinsteinは、その概念を有限質量の理想Bose粒子に適用し、1925年に
Bose-Einstein凝縮 (BE凝縮)の概念に到達した [1, 2]。BE凝縮とは、極低温にお
いて巨視的な数のBose粒子が一斉に系の最低エネルギー状態に落ち込む量子相転
移現象で、ヘリウム 4が示す超流動性の発現機構であるとの指摘が古くからなさ
れている [3]。しかし、液相であるヘリウム 4は構成粒子間の相互作用が極めて強
く、その物性は理想Bose気体に対する理論が与える結果からの乖離が大きい。さ
らに中性子線回折の実験から求められた凝縮粒子の割合は全粒子の 1割程度にと
どまるため [4, 5]、ヘリウム 4は Einsteinが予言したオリジナルのBE凝縮の描像
から隔たったものであった。これに対して、中性希薄アルカリ原子気体を用いた実
験では粒子間相互作用が十分弱く、1995年に理想Bose気体の理論に照らしてほぼ
全構成粒子がBE凝縮したと明白に認められる状況が実現された [6–8]。以後、BE
凝縮した粒子集団であるBose-Einstein凝縮体 (Condensate)をBECと略記する。
BE凝縮を起こすためには系を十分低温まで冷却する必要がある。極低温下で

は、各原子の運動量が極めて小さくなるので、各原子の de Broglie波長が巨視的
な長さに達し、互いに重なり合う。そのため、各原子の粒子性を認めることが困
難になり、個別性を喪失した原子集団は波動的性格を強く帯びるようになる。ま
た、各粒子のエネルギーが下がるにつれて、多数の粒子が系の最低エネルギー状
態にある可能性が高まる。これを量子縮退といい、Bose-Einstein統計にしたがう
Bose粒子の場合に限り、実際に複数の粒子が同じ最低エネルギー準位を占めるこ
とが許される。BE凝縮が起きたとき、凝縮した粒子の波動関数は全て同じ最低準
位のエネルギー固有関数である。このためBECは、原子集団全体が単一の巨視的
波動関数 ψでコヒーレントに記述できるという際立った特徴をもつ [9–13]。
BE凝縮は粒子・波動の 2重性や Bose統計性など、量子物理学がその基礎にお
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く基本的概念が端的に発露する極めて重要な現象の 1つと見なされてきた。その
ため、BEC生成の明証を得るための努力が、約 70年間の長きにわたって続けられ
てきた。その過程で、BE凝縮に必要な極低温まで原子集団を冷却するためのレー
ザー冷却法や、原子気体を真空中に捕獲しておくための原子トラップ法など、人
工的に量子系を制御・観察する技術が開発された [14–16]。これらの新技術は原子
分子物理学をはじめ、量子エレクトロニクスなど、その他の応用領域にも多大な
影響を与えて現在に至り、その発展は止むことなく現在まで続いている。
一方で、これらの技術を駆使し、BECの波動性やコヒーレンスを活かした応用

を目指す分野は、「原子光学」という分野を形成している [17,18]。原子光学という
名称の付け方は、一種のアナロジーに基づいている。通常の光学では、レンズや
ミラーなど物質からなる光学素子を用いて、レーザーなど古来から波動とみなさ
れてきたビームの伝搬を制御する。一方、BE凝縮を起こした冷却原子集団は物質
的性格よりも干渉性のある波動としての性格が強く、いわば物質波レーザーとし
て振る舞う。巨視的波動関数の絶対値 2乗 |ψ|2は凝縮粒子の密度に比例し、BEC

の分布密度はその分布密度に対応した原子の吸光度から光学的撮影手段によりリ
アルタイムに観察することができる [19]。実際、個別に生成された 2つのBECを
近づけると、粒子密度に干渉縞ができる [20]。この際、物質波レーザーの伝搬を制
御する光学素子として用いられるのは、通常の物質からなるレンズやミラーなど
ではなく、レーザーによる輻射圧やそれによって形成される光のポテンシャルで
ある。つまり、原子光学では通常の光学における物質素子と光ビームの役割が入
れ替わっている。
初期の原子光学は、BECの生成とその物性を解明するための技術を提供するこ

と自体が目的であった。しかし、BECの生成が実現してから四半世紀が過ぎよう
としている現在では、応用面への展開を目指した研究が進展している。原子光学
の応用として期待される方向性の 1つに、BECに特長的な物質の波動性をフルに
活用した高性能量子デバイスの開発がある。例えば量子計算用に原子導波路を設
けた原子チップが製作され、その上でBECが生成された [21]。また、同じく原子
チップ上で、BECを用いたMichelson干渉計 [22]や重力計 [23]を構成したという
成果も報告されている。
このような原子光学的デバイスにおいては、原子チップ上にBECからなるパル

スを伝搬させるための細い原子導波路を張り巡らせ、他のBECと干渉させる地点
までBECのパルスを伝搬させる必要がある。そのため、原子導波路のように空間
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的自由度が 1次元的な系は、原子光学において極めて重要な意義をもつ研究対象
となっている。

1.2 原子光学に現れる非線形Schrödinger方程式と
ブライトソリトンの生成

原子光学において主要な役割を演じるBECの巨視的波動関数ψは、本来 3次元
的な非線形波動方程式によって時間発展する。しかし、BECを細長い擬 1次元的
な導波路に閉じ込めた場合には、よく知られた非線形 Schrödinger方程式 (NLS方
程式)

iψt = −ψxx + g|ψ|2ψ (1.1)

によって ψの振る舞いが決まる [9–13]。NLS方程式において、結合定数 gは一般
に系の自己相互作用の強さを規定しており、BECの場合には凝縮体を構成する原
子間の相互作用の強さを表す。ただし、原子光学における gは固定された定数と
は限らず、xと tの関数として与えられる外部磁場の印加による Feshbach共鳴を
用いてその符号と大きさを自由に変えられる実験パラメタである [24–26]。NLS方
程式は、流体力学やプラズマ物理、非線形ファイバ光学など、幅広い分野に現れ
る様々な非線形波動を記述する重要な方程式である。そのため、これらの古典物
理学的な分野で既に多くの研究が行われてきたが [付録 B]、原子気体による BEC

生成の実現は、NLS方程式による非線形波動研究に新しい応用分野を提供した。
非線形波動の分野では、NLS方程式 (1.1)がソリトン解と呼ばれる特解をもち、それ

に対応してソリトンと称する孤立波が観測されることは広く知られている [27–34]。
特に結合定数 gが負であるときには、|x| → ∞で振幅が 0の孤立パルスを表す特解
が存在し、ブライトソリトン解と呼ばれる。ブライトソリトンは同時に複数存在
することができ、パルス間での相互衝突があっても、それらの位置関係だけが変わ
り、パルス数や波形は変わらないという粒子的性質をもつ。そこで、BECのブラ
イトソリトンを生成できれば、原子導波路中で拡散しないロバストなパルスを伝搬
させることが可能になる。このような安定したパルスの伝搬技術は原子チップな
どのデバイス開発に有利となるため、擬 1次元的領域に引力相互作用をするBEC

を閉じ込めて物質波ソリトンを生成・観測する実験が多数行われている [35–38]。
また、複数のBECからなるパルスがその密度を拡散させずに伝搬するブライトソ
リトンの列を実現した報告もなされている [35,39]。なお、g > 0となるBECに位
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相勾配を印加することによって、局所的に原子密度が希薄になるダークソリトンも
報告されている [40,41]が、本論文では、上記のブライトソリトン列の実験に着目
して g < 0の場合しか扱わない。以後、ブライトソリトンを単にソリトンという。
しかし、これらの実験結果をソリトンの描像だけに基づいて理解することは難

しい。例えば、実験 [35,39]では、複数のBECからなるパルス列が生成され、それ
らが長時間にわたって拡散することなく伝搬する様子が観測されている。一方で、
時間の経過とともに形状や個数が変化するパルスの存在も捉えられており、全ての
パルスがNLS方程式のソリトン解に対応すると解釈することには困難が伴う。パ
ルス数変動の要因の 1つとして、実験における初期条件の準備が完全でないことが
考えられる。例えば実験 [39]では、対向レーザーがつくる定在波の周期的輻射圧
によって、1つの大きなBECを多数の小パルスに分割し、それらを初期パルスと
して用いた。このような BECの分割によって作られた個々の初期パルスが t = 0

においてソリトン解と完全に一致する波形をもっていたとは考えられない。もと
より一般的に、あらゆる物理系において実験誤差や不確定要素の混入は不可避で
あり、初期波束は厳密なソリトン解からずれた非ソリトン型初期波束である。

1.3 非ソリトン型初期条件と輻射の放出
厳密なソリトン解からずれた非ソリトン型の初期波束は、低振幅で素早く拡散

するさざ波を左右に放出しながら形を変えていく。時刻 t → ∞の極限では、そ
の波動関数がソリトン解と完全に一致するパルス、すなわちソリトンだけが拡散
せずに残留することが知られている [42]。ソリトンが生成されるのは、初期波束
がその幅に対して十分な振幅をもっている場合に限られる。一方、低振幅で素早
く拡散するさざ波は輻射と呼ばれるが、終状態に生成されるソリトン部分のノル
ムと比べて輻射のノルムは小さい。論文 [42]では、初期波束のノルムを全空間で∫
R |ψ|

2dx = 1となるように規格化した場合、ソリトン部分のノルムが終状態にお
いてO(1)に留まることも示されている。これらのことから、輻射の放出が系のダ
イナミクスや系の終状態に与える影響は小さいと考えられてきた。引力型BECの
ソリトンを扱ったレビュー [43]でも、輻射の影響に関しての研究はほとんど取り
上げられておらず、原子光学において輻射の放出が果たす役割はこれまで十分に
評価されてきたとは言えない。実際、初期波束が単一のパルスからなる場合は、左
右に放出される輻射は何とも相互作用することなく無限遠まで拡散・消失するの
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みであり、輻射の放出は特に興味ある現象を引き起こさない。
しかし原子光学においては、上で述べたブライトソリトン列の実験における初

期パルスの生成法をはじめ、干渉計を目的として波束分割を行う場合など、複数の
初期パルスが近接して並んでいるような初期条件を容易に想定することができる。
このように初期パルスが複数からなる場合においては、輻射は単に無限遠まで拡
散して消失するだけの存在ではなくなる。複数の非ソリトン型初期パルスの崩壊
に伴って放出される輻射は、輻射同士はもちろん、終状態でソリトンとなる大振
幅の部分とも相互作用する。そのような状況においては輻射の放出が系のダイナ
ミクスや系の終状態に与える影響の評価が重要になる可能性がある。例えば、左
右に配置された初期パルスから放射される輻射同士が同位相で強め合いの干渉を
起こせば、十分な振幅が生成されて終状態でソリトンを生成するようなことも期
待される。このとき、崩壊する複数の初期パルスの振幅や距離だけではなく、各
パルス間の相対位相も重要である。実際、引力相互作用する 2つのBECを用いて
行われた衝突実験では、元のパルス間の相対位相によって系の時間発展が異なる
様子が観測されている [44]。このように、非ソリトン型初期波束の崩壊に伴う輻
射が系の時間発展に及ぼす影響は、初期パルスが複数存在して互いに相互作用す
る状況下において初めて顕在化する可能性があり、原子光学ではまさにそのよう
な状況での実験が行われている。
また、原子光学においては、局所的なレーザー照射によってBECの導波路中に

散乱ポテンシャル V (x)を生成し、BECの巨視的波動関数の反射率や透過率に応
じて波束を分割するビームスプリッターを実現する試みも行われている [45, 46]。
この際、ポテンシャルに向かう波束の形状が完全にブライトソリトン解のものと
一致していれば、反射率や透過率は波束の伝搬距離にかかわらず一定であるが、非
ソリトン型の初期波束が輻射を放出し波形を絶えず変化させるとすれば、ポテン
シャル相互作用領域に侵入したときの波形に応じてノルムの分割のされ方が変化
する可能性がある。このような外力ポテンシャルが存在する場合の解析も重要な
研究対象である。その際BECの巨視的波動関数は時間依存Gross-Pitaevskii方程
式 (TDGP方程式）

iψt = −ψxx + V (x)ψ + g|ψ|2ψ (1.2)

にしたがう。TDGP方程式はNLS方程式 (1.1)に外力ポテンシャル V (x)の項を付
け加えた形をしている。
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1.4 本論文の目的と構成
これまで述べてきたように、原子光学における実験を解釈したり素子の性能を

シミュレートしたりする上で、初期波束のソリトン解からのずれが系の時間発展
に及ぼす影響を解析することは非常に重要なことである。そこで

• 本論文では、NLS方程式 (1.1)およびTDGP方程式 (1.2)の初期値問題にお
いて、特に非ソリトン型の初期波束の崩壊に伴って放出される輻射が、系の
時間発展に与える影響を調べる。すでに述べたように、単一パルスの輻射は
他の対象と相互作用することなく左右に拡散してしまうだけのため、NLS方
程式を考える場合には非ソリトン型初期波束が複数存在し、それらが相互作
用する条件を課す。TDGP方程式を考える場合には、初期波束として単一の
非ソリトン型パルスを設定するが、輻射と相互作用する局所的な外力ポテン
シャルを与える。

しかし、ソリトン方程式として知られるNLS方程式の場合であっても、非ソリ
トン型の初期波束の下では解の具体的表示が得られない。そのため、非ソリトン
型の初期波束をもつ初期値問題を解析して輻射の影響を調べることは簡単ではな
く、初期値問題の解析手法自体を開発することにも価値がある。幸い、過渡的な
変化が終わった系の終状態の情報は、第 2章で概要を説明する逆散乱法の手法を
用いることで、時刻 tにおける波形の変化を追跡せずに引き出せる [47–54]。逆散
乱法は、あらゆるソリトン方程式が共有する特殊な数学的性質に深く根ざした強
力な手法で、ソリトン理論の主柱の 1つをなす。ソリトン方程式の直接的な数値
積分を回避する方法は、終状態が生成されるまでの長時間にわたる数値計算や数
値誤差の蓄積を避けられる点で好ましい。そこで、

• 本論文では、複数並んだ初期パルスから放出される輻射同士の干渉が系の終
状態に及ぼす影響を、ソリトン方程式の直接的な数値積分を行うことなしに
調べる方法の開発を行う。

一方、局所外力ポテンシャル V (x)が存在するTDGP方程式 (1.2)の場合は、系
の並進対称性が破れ、既存のソリトン理論を用いて系の情報を解析的に引き出す
ことは難しくなる。問題を時間に依存しない定常問題として扱う近似解法理論も
発展しているが [55]、その場合には波束を入射させる状況を考えことはできない。
そこで、波束の散乱を研究する場合の研究手段は直接的数値積分でダイナミクス
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を追跡する方法にほぼ依存しており [56–58]、本論文でもTDGP方程式 (1.2)の数
値積分を行う。
本論文は下記のとおり構成されている。まず、第 2章でNLS方程式を例にとり、

ソリトン方程式の逆散乱法の概略を本論文に必要な範囲で紹介する。第 3章では
様々な幅をもつ箱型・井戸型ポテンシャルに非ソリトン型の初期波束を入射させ
る場合を考え、波束の反射率や透過率が初期波束を規定するパラメタと系の非線
形性の強さを表すパラメタにどのように依存するかを数値的に調べる。第 4章で
は、終状態でのソリトンに向かって振幅を振動させながら輻射を放出している過
渡的な非ソリトン型波束を考える。そのような波束が含む、最終的にソリトンと
なる部分と輻射とが運動量空間で干渉することによって運動量空間における巨視
的波動関数の波形に高周波のパターンが形成されることを示し、このパターンを
観測することによって非ソリトン型初期波束から放出される輻射を間接的に観測
する可能性を指摘する。第 5章では、BoffettaとOsborneによる準解析的な近似
方法 [60]を用いて、2つの矩形型初期パルスから放出される輻射同士の干渉が系
の終状態に及ぼす影響を調べる。第 6章では、急減少する任意形状の初期波束を
解析しうる新しい計算手法を提案する。そして、相対位相をもつ 2つの滑らかな
非ソリトン型パルスを重畳してできる初期波束を設定し、それぞれのパルスから
放出される輻射による相互作用が、系の終状態に及ぼす影響を調べる。最後の第 7

章はまとめと今後の展望に当てられ、本論文で提案した方法を適用できる問題の
クラスを示す。
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第2章 逆散乱法によるソリトン方程
式の初期値問題の解法

逆散乱法は、ソリトン方程式の初期値問題を解く標準的な方法として知られてい
る。ここでは第 3章以降に必要な事柄に絞り、その概略をNLS方程式を例にとっ
て説明する。本章の内容と表記法は概ね和達の著書 [27]と、Ablowitzと Segurの
著書 [48]に準ずる。

2.1 ソリトン方程式の線形化
ψ(x, t)を未知関数とする非線形偏微分方程式

F (x, t, ψ, ψx, ψt, . . . ) = 0 (2.1)

が与えられたとする。この方程式に付随した 1組の線形補助問題

Ψx = SΨ, (2.2a)

Ψt = TΨ (2.2b)

を考える。ただし、Sと T は、定数 ξならびに ψ(x, t)、およびその導関数を成分
に含む行列であり、Ψは適切な境界条件を満たす補助ベクトルである。定数 ξを
スペクトルパラメタと呼ぶ。偏導関数の連続性を仮定して、

Ψxt = Ψtx (2.3)

を要求すると、式 (2.2)が両立する条件

St − Tx + [S, T ] = O (2.4)

を得る。ここで、Oは零行列を表す。Sと T は、式 (2.4)が ξに依存しなくなると
同時に方程式 (2.1)を与えるように選ぶ。本論文で扱うNLS方程式

iψt + ψxx + 2|ψ|2ψ = 0 (2.5)
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の場合、Sと T は 2× 2行列、Ψは 2成分ベクトルで

S =

−iξ iψ∗

iψ iξ

 , (2.6a)

T =

2iξ2 − i|ψ|2 ψ∗
x − 2iξψ∗

−ψx − 2iξψ −2iξ2 + i|ψ|2

 (2.6b)

とすればよい。ただし、ψ∗は ψの複素共役を表す。以後、∗つきの量は元の量の
複素共役を表すものとする。このとき、式 (2.4)は 0 iψ∗

t − ψ∗
xx − 2|ψ|2ψ∗

iψt + ψxx + 2|ψ|2ψ 0

 = O (2.7)

となって、確かに ξ依存性が消え、同時にNLS方程式 (2.5)を与える。以下、NLS

方程式を例として逆散乱法の具体的な手順を説明する。

2.2 散乱の順問題：Zakharov-Shabatの固有値問題
式 (2.2a)を 2× 2の行列 Sを用いて書き下した

Ψx =

−iξ iψ∗

iψ iξ

Ψ, Ψ =

Ψ1

Ψ2

 (2.8)

は、未知関数ψ(x, t)を散乱ポテンシャルとし、スペクトルパラメタ ξを固有値とする
散乱固有値方程式となっており、この固有値方程式を解く問題をZakharov-Shabat

の固有値問題 (ZS問題)と呼ぶ [61]。以後、NLS方程式の解として境界条件

ψ → 0 (x→ ±∞) (2.9)

を満たす解を考え、ZS問題 (2.8)に対して適切な境界条件を設定する。
本論文では、空間的に局在したBECのパルスを考えるが、そのようなパルスを

記述する巨視的波動関数 ψは |x| → ∞で振幅が速やかに 0になることが期待され
る。そこで、以後ψは Schwartzクラスに属する急減少関数であることを仮定する。
すると式 (2.8)は x→ ±∞において

Ψx =

−iξ 0

0 iξ

Ψ (2.10)
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となるので、Ψは漸近的に平面波e−iξx

0

 ,

 0

eiξx

 (2.11)

の 1次結合によって表される。ここで、境界条件

ϕ(x; ξ) →

e−iξx

0

 , ϕ̄(x; ξ) →

 0

eiξx

 (x→ −∞) (2.12a)

χ(x; ξ) →

 0

eiξx

 , χ̄(x; ξ) →

e−iξx

0

 (x→ +∞) (2.12b)

を満たす式 (2.8)の解の組{ϕ, ϕ̄}と{χ, χ̄}とを考える。これらはJost解と呼ばれる。
2成分ベクトル関数 f と gを、それぞれ固有値 ξ1と ξ2に対応する散乱固有値方

程式 (2.8) の解であるとする。行列式W を

W{f, g} = f1g2 − f2g1, f =

f1
f2

 , g =

g1
g2

 (2.13)

と定義すると、
d

dx
W{f, g} = −i(ξ1 − ξ2)W{f, g} (2.14)

が成り立ち、ξ1 = ξ2 であるならば、W{f, g}は定数となる。Jost解の境界条件
(2.12)から

W{ϕ, ϕ̄} = 1 (2.15a)

W{χ, χ̄} = −1 (2.15b)

となるから、ϕと ϕ̄および χと χ̄はいずれも xによらず互いに 1次独立であり、
{ϕ, ϕ̄}と {χ, χ̄}はそれぞれが方程式 (2.2a)の基本解系となる。よって、両者は互
いに線形結合

ϕ(x; ξ) = a(ξ)χ̄(x; ξ) + b(ξ)χ(x; ξ) (2.16a)

ϕ̄(x; ξ) = ā(ξ)χ(x; ξ)− b̄(ξ)χ̄(x; ξ) (2.16b)

によって表される。以後、スペクトルパラメタ ξに依存する係数 a(ξ)と b(ξ)を散
乱振幅と呼ぶ。散乱ポテンシャルである未知関数 ψが急減少であれば、固有値 ξ
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に属する固有関数 ϕ, χは ξの上半面 Im ξ > 0に、ϕ̄, χ̄は下半面 Im ξ < 0にそれぞ
れ解析接続される。式 (2.16)により、

W{ϕ, χ} = W{aχ̄+ bχ, χ} = aW{χ̄, χ} (2.17)

となり、x→ −∞での漸近形よりW{χ̄, χ} = 1となるので、

a(ξ) = W{ϕ, χ} (2.18)

が得られ、a(ξ)もまた、Im ξ > 0へ解析接続できる。一般に、散乱ポテンシャル
ψの形状に依存して束縛状態が生じ、a(ξ)はゼロ点を持ちうる。a(ξ)が Im ξ > 0

へ解析接続できることは、これらのゼロ点の集合が複素上半面の有界領域に離散
的に分布した集合 {ζl : l = 1, 2, . . . , N}であることを保証している [48]。同様に、
ā(ξ, t) = W{ϕ̄, χ̄}を得るので、āは Im ξ < 0へ解析接続される。境界条件 (2.12)

と式 (2.16)から、Jost関数 ϕ(x; ξ)は漸近形

ϕ(x; ξ) =

a(ξ)e−iξx

b(ξ)eiξx

 (x→ +∞) (2.19)

をもつことがわかる。以上のように、与えられた ψをポテンシャルにもつ線形散
乱問題、すなわち ZS問題 (2.8)を適切な境界条件のもとで解き、散乱振幅を求め
る問題を散乱の順問題と称する。

2.3 散乱の逆問題：Gel’fand-Levitan-Marchenko方
程式

散乱の順問題では、与えられた ψ(x, t)をポテンシャルにもつ線形散乱問題とし
て ZS問題 (2.8)を適切な境界条件のもとで解き、散乱振幅を求めた。散乱の逆問
題とは、これとは逆に散乱振幅 a(ξ, t)と b(ξ, t)を既知として、未知のポテンシャ
ル関数 ψ(x, t)を決定する問題である。一般に、散乱振幅 a(ξ, t)と b(ξ, t)は時刻 t

における ψ(x, t)に対応するものであるため、t依存性をもつ。
このような逆問題はGel’fand、Levitan、Marchenkoによって解かれた [62]。以
下では、NLS方程式 (2.5)に彼らの方法を適用する方法を説明する。まず、2つの
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Jost解 χ(x, t; ξ)と χ̄(x, t; ξ)をそれぞれ

χ(x, t; ξ) =

0

1

 eiξx +

∫ ∞

x

K(x, z; t)eiξzdz (2.20a)

χ̄(x, t; ξ) =

1

0

 e−iξx +

∫ ∞

x

K̄(x, z; t)e−iξzdz (2.20b)

と積分表示する。ただし、積分核K(x, z; t)と K̄(x, z; t)はいずれも 2成分ベクト
ルであって、

K(x, z; t) =

K1(x, z; t)

K2(x, z; t)

 (2.21a)

K̄(x, z; t) =

 K∗
2(x, z; t)

−K∗
1(x, z; t)

 (2.21b)

と定義される。積分表示された Jost解 (2.20)が ZS問題の固有値方程式 (2.8)を満
たすことから、 ∫ ∞

x

[(∂x − ∂z)K1(x, z; t)− iψ∗(x, t)K2(x, z; t)]e
iξzdz

−[iψ∗(x, t) + 2K1(x, x; t)]e
iξx + lim

z→∞
[K1(x, z; t)e

iξz] = 0

(2.22)

が得られる。式 (2.22)で整数 nを用いて ξ = ξn = 2πn/xとおき、n → ∞の極限
を考える。するとRiemann-Lebesgueの補題により積分を含む項が消えるため、

lim
z,n→∞

[K1(x, z; t)e
iξnz] = iψ∗(x, t) + 2K1(x, x; t) (2.23)

でなくてはならないことがわかる。右辺の極限関数は変数 zの無限大への近づき方
に関係しないから、zm = xm/2として整数m→ ∞の極限を考える。そうすると

lim
m,n→∞

[K1(x, zm; t)(−1)mn] = iψ∗(x, t) + 2K1(x, x; t) (2.24)

となり、右辺がmnの偶奇によって振動しない関数となるためには、

lim
m→∞

K1(x, zm; t) = 0 (2.25)

でなくてはならない。このようにして、NLS方程式の最終的な解が核関数K1に
よって

ψ(x, t) = −2iK∗
1(x, x; t) (2.26)
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と表される。
次に核関数K1に関する積分方程式 (GLM方程式)の導出を説明する。まず、式

(2.16a)の両辺を散乱振幅 a(ξ, t)で除した

ϕ(x, t; ξ)

a(ξ, t)
= χ̄(x, t; ξ) +

b(ξ, t)

a(ξ, t)
χ(x, t; ξ) (2.27)

を考える。次に、式 (2.20)を式 (2.27)に代入して

ϕ(x, t; ξ)

a(ξ, t)
=

1

0

 e−iξx +

∫ ∞

x

K̄(x, z; t)e−iξzdz

+
b(ξ, t)

a(ξ, t)


0

1

 eiξx +

∫ ∞

x

K(x, z; t)eiξzdz


(2.28)

を得る。スペクトルパラメタ ξの複素上半面において、−∞ + i0から a(ξ, t)の全
てのゼロ点 {ζl : l = 1, 2, . . . , N}の上側を通って∞+ i0に至る積分路Cを考える。
この積分路Cに沿った複素積分を実行する積分作用素

1

2π

∫
C

dξeiξy (y > x) (2.29)

を式 (2.28)に作用させて、デルタ関数の積分表示を考慮すると

1

2π

∫
C

ϕ(x, t; ξ)

a(ξ, t)
eiξydξ = K̄(x, y; t) +

0

1

∫
C

b(ξ, t)

a(ξ, t)
eiξ(x+y)dξ

+

∫ ∞

x

{∫
C

b(ξ, t)

a(ξ, t)
eiξ(z+y)dξ

}
K(x, z; t)dz

(2.30)

となる。積分路 C は a(ξ, t)の全てのゼロ点 {ζl : l = 1, 2, . . . , N}の上側を通って
いる。したがって、積分路Cと∞+ i0から−∞+ i0を反時計回りに結ぶ半径無
限大の半円を合わせてできる閉曲線 (図 2.1参照)の内部で、式 (2.30)の左辺は解
析的である。
さらに、第 6章の式 (6.7)で示すように、|ξ| → ∞のとき |a(ξ, t)| → 1となるの

で、無限半円上の積分は 0になる。結局、式 (2.30)の左辺に現れる積分路C上の
積分値は 0である。これを成分に分けて表記すると、

K∗
1(x, y; t)− F (x+ y; t)−

∫ ∞

x

K2(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0 (2.31a)

K∗
2(x, y; t) +

∫ ∞

x

K1(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0 (2.31b)
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図 2.1: 式 (2.30)左辺の線積分が 0であることを示すための閉曲線

となり、Gel’fand-Levitan-Marchenko方程式 (GLM方程式)と呼ばれる。式中の
F (x; t)は、積分路Cと∞+ i0から−∞+ i0まで実軸上を走る積分路を合わせた
閉曲線を考え、留数定理による計算を実行することで、

F (x; t) =
1

2π

∫
C

b(ξ, t)

a(ξ, t)
eiξxdξ =

1

2π

∫ ∞

−∞

b(ξ, t)

a(ξ, t)
eiξxdξ − i

N∑
l=1

b(ζl, t)

a′(ζl, t)
eiζlx (2.32)

のように与えられる。ここで a′(ζl, t)は ζlにおける a(ξ, t)の微分係数であり、全て
の離散固有値が散乱振幅 a(ζl, t)の 1位の極であることを仮定している。以上のよ
うに、散乱振幅を既知としてGLM方程式を解くことによって、与えられた散乱振
幅を発生させるような散乱ポテンシャルを再構成することができる。

2.4 逆散乱法とその適用範囲
これまで見てきた散乱の順問題と逆問題を組み合わせることによって、適当な

境界条件の下でソリトン方程式の初期値問題を解く方法が構成できた。この一連
の方法は逆散乱法と呼ばれている。時刻 tにおける散乱振幅 a(ξ, t)と b(ξ, t)がわ
かれば、ソリトン方程式の初期値問題の解 ψ(x, t)は、形式的には常に構成するこ
とができる。すなわち、GLM方程式を立てることができるようになり、初期値問
題の解 ψ(x, t)はGLM方程式の解によって式 (2.26)の通り与えられる。
時刻 tにおける散乱振幅は ψ(x, t)を散乱ポテンシャルとする ZS問題 (2.8)から

計算されるが、初期値問題を解くという観点からすると、時刻 tにおける ψ(x, t)

自体が未知関数であるため、時刻 tでの散乱振幅 a(ξ, t)や b(ξ, t)を直接求めること
はできない。そこで、スペクトルパラメタ ξが時間に依存せず、(2.8)が未知関数
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ψ(x, t)の時刻 tによらずに成立することに注意する。そして、特定の時刻 t = 0に
おいて与えられた初期波束ψ(x, 0)をポテンシャルとした時の散乱振幅 a(ξ)と b(ξ)

とをまず求めておく。
次に、系の時間発展に関する微分方程式 (2.2b)に着目する。この式は空間座標

xの至る所で成立していなくてはならないから、x → +∞における漸近形の Jost

関数 ϕ(x, t; ξ)に対しても成り立つ。このとき、(2.2b)は t = 0における散乱振幅
a(ξ)と b(ξ)の時間発展を記述する方程式となる。Jost関数 ϕ(x, t; ξ)を

ϕ(x, t; ξ) = ϕ(x; ξ)eiω(ξ)t (2.33)

とおいて、(2.2a)と (2.2b)が両立する解を探す。すると、x → |∞|での式からす
ぐに ω = 2ξ2が得られる。一方 x→ ∞での漸近式において散乱振幅に時間依存性
をもたせた

ϕ(x, t; ξ) = a(ξ, t)χ̄(x; ξ) + b(ξ, t)χ(x; ξ) (2.34)

からは容易に解ける微分方程式ȧ(ξ, t)e−iξx

ḃ(ξ, t)eiξx

 =

 0

−2iωb(ξ, t)eiξx

 (2.35)

が導かれる。これを解いて、任意の時刻 tにおける散乱振幅を初期時刻 t = 0での
散乱振幅を用いて

a(ξ, t) = a(ξ) (2.36a)

b(ξ, t) = e−4iξ2tb(ξ) (2.36b)

のように表すことができる。このようにして得られた時刻 tにおける散乱振幅を式
(2.32)に代入してGLM方程式を解くことができれば、ソリトン方程式の初期値問
題の解 ψ(x, t)が求められる。以上が、逆散乱法の流れである。
しかし、実際に GLM方程式を解析的に解くことができ、解を陽に書き下すこ

とは一般には難しい。GLM方程式が解ける例として、b(ξ) = 0かつただ 1つの離
散固有値 ξ = ζ + iηが存在する場合を考える。この場合、式 (2.32)の積分部分が
消え、

F (x; t) = −ic1ei(ξx−4ξ2t) (2.37)

となる。ただし、初期波束中心と初期位相を決める定数 x0と、θ0を導入して、

c1 = −2ηe2ηx0+iθ0 (2.38)
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とおいた。このとき、GLM方程式の解として

K∗
1(x, y; t) =

−ic1ei{ξ(x+y)−4ξ2t}

1 + |c1|2
4η2

e−4ηx+16ζηt
(2.39)

が視察により得られるが [27]、このような簡単な場合においてさえもGLM方程式
の解を見いだすことは簡単ではない。離散固有値 ξ = ζ + iηのうち、実数部分 ζが
ソリトンの速度を、虚数部分 ηが振幅を決めるパラメタであり、この場合の 1-ソ
リトン解 ψ1sol(x, t)は

ψ1sol(x, t) = 2η sech[2η(x− x0 − 4ηt)]e2iζxe−4i(ζ2−η2)t+iθ0 (2.40)

と書ける。一般に b(ξ) = 0かつ a(ξ)のゼロ点の数がN 個であれば、解はN 個の
ソリトンのみから構成され、ψ(x, t)は時間とともに拡散する成分を持たない。こ
れらN 個のソリトンは独立したパルスとして振る舞い、相互作用しても位相ずれ
を生じるのみで、衝突前後の漸近的形状は不変に保たれる。
一方、b(ξ) が 0でないときは式 (2.32)に現れる F (x; t)がさらに複雑になり、解

を陽に書き下すことは難しくなる。有限時刻 tにおいては一般に、t → ∞でソリ
トンとして残留するパルス部分と、拡散して終状態での振幅が 0となる部分（輻
射と呼ばれる）とが共存している状態となる。そして、複数の初期パルスに由来
する輻射と各ソリトン部分とが複雑に相互作用しあうため、終状態がどのような
ものになるかは決して自明ではない。
最後に逆散乱法の流れを振り返る。逆散乱法では、初期波束ψ(x, 0)の情報をス

ペクトルパラメタ空間における散乱振幅 a(ξ)と b(ξ)の情報に一度変換し、スペク
トルパラメタ空間で時間発展させてから実空間における波形情報 ψ(x, t)を得た。
この手続きは、線形偏微分方程式に対してFourier変換を施し、計算が容易である
Fourier空間で時間発展させられた Fourier係数を逆 Fourier変換することにより、
最終的な実空間における解を得る方法に類似している。この意味で、逆散乱法は
Fourier変換法を拡張して、ソリトン方程式というクラスの非線形偏微分方程式に
適用できるようにしたものとみなすことができる。この拡張が可能になった背景
には、方程式 (2.2a)と（2.2b）がともに線形であり、線形系に対して確立した一般
論が適用できることが大きく寄与している。しかし、元の非線形偏微分方程式の
初期値問題を、線形方程式の組に分けることによって考察できるのは、少なくと
も系に無限個の保存則が存在するような、極めて限られた系においてのみである。
実際、ZS問題の散乱固有値方程式から無限個の保存則の存在を導くことができ
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る。そのためにはまず、
ϕ1 = e−iξx+ϕ̂ (2.41)

とおいて、ZS問題の散乱固有値方程式からΨ2を消去して得られる方程式に代入
する。そうすると、ϕ̂xに関するRiccati型方程式

2iξϕ̂x = (ϕ̂x)
2 − |ψ|2 + ψ

(
ϕ̂x

ψ

)
x

(2.42)

が得られる。ここで |ξ| → ∞のとき |a(ξ, t)| → 1となることと、Jost関数の漸近
形の式 (2.19)から |ξ| → ∞において ϕ̂が消えることが期待されるので、

ϕ̂ =
1

2iξ

∞∑
n=0

µn(x, t)

(2iξ)n
(2.43)

のように ϕ̂を展開する。そうすると漸化式として、

µ0 =|ψ|2 µ1 = ψψx

µn+1 =ψ

(
µn

ψ

)
x

+
n−1∑
k=0

µkµn−k−1 (n ≤ 0)
(2.44)

が得られる。再び Jost関数の漸近形の式 (2.19)から

log[a(ξ)] = ϕ̂(x→ ∞) =
∞∑
n=0

Cn

(2iξ)n+1
(2.45)

となる。ただし、Cn =
∫∞
−∞ µndxである。上で見たように a(ξ, t) = a(ξ)であった

から、ξの複素上半面において a(ξ, t)は実は時間に依存せず、Cnもまた時間によ
らない無限個の大域的な運動の定数となる。したがって、少なくとも無限個の対
称性が系に内在していなければ逆散乱法が適用できないことがNoetherの定理よ
りわかる。ここで、C0は系の保存ノルムを表している。また、C1は系で保存され
る運動量を意味しているから、並進対称性が破れた系においては一般的に逆散乱
法を適用することができないこともわかる。
ただし、外力ポテンシャルの形が空間座標の 1次式もしくは 2次式で表される大

域的なものである場合には、巧みな変数変換によって逆散乱法の流れに適合させ
ることが例外的に可能である場合がある。そのような場合、初期波束をソリトン
解に相当する特殊なものにとれば、パルスの時間発展に関してある程度解析的な
予言ができることが知られているが [63,64]、本論文で着目する空間的に局在した
散乱ポテンシャルが存在する場合にはこれらの方法はもちろん使えない。
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第3章 TDGP方程式の1次元ポテン
シャル散乱問題

3.1 時間に依存するポテンシャル散乱問題の定式化
1次元TDGP方程式

iψt = −ψxx + V (x)ψ + g|ψ|2ψ (3.1)

において、外力ポテンシャル V (x)が空間的に局在した関数で与えられていて、系
の並進対称性と可積分性が破られているとする。そのようなポテンシャルとして、
幅 aをもつ箱型ポテンシャル Vboxと井戸型ポテンシャル Vwellを考え、それぞれ

Vbox = θ(x)− θ(x− a) (3.2)

Vwell = −V0(θ(x)− θ(x− a)) (3.3)

と表す。ただし、θ(x) はステップ関数、V0は井戸型ポテンシャル Vwellの井戸の
深さを表すパラメタである。BECの実験で通常使われる原子捕捉用トラップは、
空間座標の 2次関数で精度よく近似できる。したがって、Feshbach共鳴によっ
て粒子間相互作用を小さく抑制すると、トラップ内の BECの巨視的波動関数は
Gauss型となる。そこで初期波束ψ(x, 0)の形状としてGauss型を選定し、これが∫
R |ψ(x, 0)|

2dx = 1を満たすようにBECの全粒子数N で規格化して

ψ(x, 0) =
1
4
√
π
e−

1
2
(x+x0)2+iv(x+x0) (3.4)

を初期波束とする。初期波束中心の座標は−x0である。初期波束の初速 2vは、ト
ラップから解放されたBECに向けて局所ポテンシャルの方を相対的に移動させる
か、BECに位相印加する方法 [41]によって与えられる。
TDGP方程式 (3.1)で外力ポテンシャル項を無視するとNLS方程式 (1.1)となる

が、初期波束 (3.4)はいかなる gに対しても (1.1)のソリトン解にならない。した
がって初期波束中心−x0からポテンシャル相互作用領域まで伝搬する間、初期波
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束は絶えず輻射を放出してその形状を変化させ続ける。波束形状が変化する程度
は伝搬距離に依存する。このような波束形状の変化が散乱現象に及ぼす影響を比
較するために、x0が大きい場合と小さい場合の 2通りを考える。この点に関して、
局所ポテンシャルによる散乱を調べた先行研究では、初期波束とポテンシャルの
距離を固定していたり、初期条件として波束形状が変化しない 1-ソリトン解を用
いていたりするため [56–59]、伝搬中の波束形状の変化の影響は調べられていない。
散乱の結果を評価する指標として、ポテンシャルからの反射率と透過率を

Rbox = lim
t→∞

∫ 0

−∞
|ψ|2dx (3.5)

Twell = lim
t→∞

∫ ∞

a+b

|ψ|2dx (3.6)

と定義する。このような反射率や透過率が意味をもつためには、ψのノルムが保
存されている必要がある。散乱ポテンシャル V (x)が存在しないNLS方程式にお
いて、ψのノルムが保存されることを第 2章で示したが、ψのノルムは散乱ポテン
シャルが存在しているTDGP方程式でも同様に保存される。このことは、(3.1)の
直接代入により

d

dt

∫
R
|ψ|2dx =

∫
R
(ψtψ

∗ + ψψ∗
t )dx = 0 (3.7)

となることで示される。
全空間でノルムが保存しているにも関わらず、反射率 (3.5)以外に透過率 (3.6)

を定義した理由は以下の通りである。本章第 2節で述べるように、井戸型ポテン
シャル (3.3)の場合、その深さ V0に応じて波束の一部が井戸内に捕捉され、反射率
の計算領域内にそのノルムを放出しながら井戸内を振動する現象が発生すること
がある。これによって、反射率 (3.5)が収束せず増加を続ける一方、捕捉された振
動波束の裾が x > aの領域内に周期的に侵入・離脱を繰り返し x > aでのノルム
も振動する。そこで、透過率 Twellの定義式に、振動波束の裾を避けるためのマー
ジン bを設ける。
このような設定のもとで、非線形自己相互作用の強さが反射率や透過率にどのよ

うな影響を与えるかを調べるため、様々な結合定数 g < 0の値をもつTDGP方程
式 (3.1)の数値積分を行う。これは、BECに磁場を印加することによってFeshbach

共鳴を起こし、自己相互作用の強さを決める定数 gの大きさを変化させることに
対応する。波動関数 ψの規格化条件

∫
R |ψ(x, t)|

2dx = 1が変わるわけではない。
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TDGP方程式 (3.1) は、系のHamiltonian

H =

∫
R

[
|ψx|2 + V (x)|ψ|2 + 1

2
g|ψ|4

]
dx (3.8)

から正準形式の手続きによって導かれるHamilton力学系であるため、Hは系の保
存量となる。このことを考慮して、数値積分する際のアルゴリズムとしてHの保
存性に優れた Symplectic-Fourier法 [65]を採用する。

3.2 数値計算結果

3.2.1 自由伝搬

まず、式 (3.4)で与えられるGauss型初期波束の時間発展がソリトン解のそれと
大きく異なることを示すため、散乱ポテンシャル V (x)を 0とおいて波束の自由伝
搬の様子を調べる。TDGP方程式 (3.1)で V (x) = 0とおいて得られるNLS方程式
の 1-ソリトン解は第 2章の式 (2.40)で与えられている。一般の g < 0に対しては
波動関数のスケール変換を行って

ψ1sol(x, t) =

√
2

−g
2η sech[2η(x− x0 − 4ηt)]e2iζxe−4i(ζ2−η2)t+iθ0 (3.9)

となる。この 1-ソリトン解を初期条件に選ぶと、その波形 |ψ1sol(x, t)|2は拡散する
ことなく、形状を変えずに伝搬する。図 3.1は x0 = 20としたGauss型初期波束
(3.4)が自由伝搬する様子を示したもので、左から右へ t = {0, 2, . . . , 14, 16}におけ
る波形 |ψ(x, t)|2が描かれている。結合定数は g = −4である。波束の振幅が伝搬
中に振動している点が、1-ソリトン解 ψ1sol(x, t)の場合と大きく異なっている。
波束 ψ(x, t)の Fourier変換 ψ̃(k, t)は

ψ̃(k, t) =

∫ ∞

−∞
ψ(x, t)eikxdx (3.10)

で定義される。図 3.2に t = 16における |ψ̃(k, t)|2を示す。図 3.2中の破線は初期
波束の Fourier変換 |ψ̃(k, 0)|2である。|ψ̃(k, 16)|2と |ψ̃(k, 0)|2の比較から、運動量
空間においても振幅の変動が見られるほか、波形に細かい鋸状の構造が形成され
ていることが注目される。解析的にわかるように、ソリトン解ψ1sol(x, t)のFourier

変換はやはり sech関数の包絡線をもつので、ソリトン解ではこのような構造は形
成されない。このように、運動量空間においてもGauss型初期波束とソリトン解
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図 3.1: 式 (3.4) の Gauss 型初期波束 (x0 = 20, v =
√
1.5, g = −4) の自由伝搬。9 個の波束は

|ψ(x, t)|2 を時系列に沿って描いたもので、左から右へ t=0, 2, . . . , 14, 16。
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図 3.2: 運動量空間における自由伝搬波束の波形 | ˜ψ(k, t)|2。実線は t = 16、破線は t = 0のとき
のもの。Gauss 型初期波束を規定するパラメタは図 3.1 における値と同じ (x0 = 20, v =

√
1.5,

g = −4)。
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の大きな違いが現れる。また g = 0の場合、実空間で |ψ(x, t)|2は単純に拡散し、
運動量空間での | ˜ψ(k, t)|2は変化しない。したがって、このような鋸状構造の生成
は真に非線形性に起因する。この現象は第 4章で詳しく解析する。

3.2.2 箱型ポテンシャル

散乱ポテンシャルV (x)を箱型ポテンシャル (3.2)とし、これにGauss型初期波束
(3.4)を初速 2v = 2

√
1.5で入射させる。初期波束の中心座標を表す x0は x0 = 5の

ときと x0 = 100のときの 2通りを考え、反射率Rboxが結合定数 gとポテンシャル
幅 aにどのように依存するかを調べる。初期波束 (3.4)の絶対値 2乗が中心の e−2

に減衰する全幅は 2
√
2 ∼ 2.83であるから、x0 = 5は概ね初期波束幅の 1個分、

x0 = 100は 20個分の距離だけポテンシャル端点 x = 0から離れた位置に初期波束
中心をおくことに相当する。図 3.3は x0 = 5の場合、図 3.4は x0 = 100の場合の
結果を表すグラフである。どちらの図も横軸にポテンシャル幅 aをとり、縦軸に
反射率Rboxをとっている。線種の違いは結合定数 gの別を表しており、数値積分
を行った g = {−2,−4,−6,−8}の各ケースに加えて、g = 0の実線は量子力学の定
常解から得られる解析的な反射率

Rs =

[
1 +

4ν2(ν2 − 1)

sin2(a
√
ν2 − 1)

]−1

(3.11)

を表す [66]。ただし、平面波の入射波数 νは波束の初速を表すパラメタ v =
√
1.5

に等しいとおき、ポテンシャルの幅 aは 0.5刻みで 0から 10までの各場合に対し
て計算を行う。
条件 sin(a

√
ν2 − 1) = 0が満たされるとRs = 0の完全透過が実現する。これは

入射波と反射波の干渉による一種の共鳴散乱で、aの増加とともに周期的に起こ
る。 定常的な平面波ではなく波束を用いる計算では、入射波の単色性が失われて
共鳴から外れる運動量を含むようになるため、すべてのケースで完全透過が消失
している。しかし、この点を除いても TDGP方程式 (3.1)を直接数値積分して計
算された反射率Rboxの振る舞いは、量子力学の結果 (3.11)と大きく異なる。まず、
g = −2の場合を除きRboxの最大値は線形の場合よりも小さい。次に、Rboxはポ
テンシャル幅 aの増大と共にわずかに振動したあと、一定の値に収束するように振
る舞い、ポテンシャル幅 aの増加とともに周期的に反射率が増減する構造が失わ
れている。たとえ波束を考えた場合であっても、線形の量子力学では時間的に運
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図 3.3: 箱型ポテンシャルにおいて結合定数 g を変化させた場合の反射率 Rbox の変化。Gauss型
初期波束を規定するパラメタは g = 0の曲線を除き x0 = 5と v =

√
1.5。g = 0の曲線は式 (3.11)

で与えられる量子力学の定常解による反射率。
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図 3.4: 箱型ポテンシャルにおいて結合定数 gを変化させた場合の反射率Rboxの変化。Gauss型初
期波束を規定するパラメタは g = 0の曲線を除き x0 = 100と v =

√
1.5。g = 0の曲線は式 (3.11)

で与えられる量子力学の定常解による反射率。
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図 3.5: 幅 a = 0.5の箱型ポテンシャルと相互作用する波束の運動量空間における波形 |ψ̃|2。Gauss

型初期波束を規定するパラメタは g = 0の曲線を除き x0 = 100と v =
√
1.5で、結合定数は g = −2。

実線は時刻 t = 26、破線は時刻 t = 0における波形。

動量空間スペクトルが一定であるため、周期的な透過率の増減が期待される。し
たがって、このような構造の消失は、系の自己収束型非線形相互作用が波束の粒
子的側面を強めることによって引き起こされたと考えられる。
もう 1つの顕著な事実は、gが 0でない場合に x0 = 5の場合を表す図 3.3のグラ

フと、x0 = 100の場合を表す図 3.4のグラフが大きく違っていることである。つま
り、RboxがGauss型初期波束が置かれた位置、すなわち出発地点からポテンシャ
ルまでの距離に依存している。図 3.5は、結合定数 g = −2で幅 a = 0.5の箱型ポ
テンシャルに入射する波束 | ˜ψ(k, t)|2である。実線が t = 26のとき、破線が t = 0

のときの波形で、これら 2つの波形を比較すると、自由伝搬中に波束を構成する
Fourierスペクトルが大きく変わっていることがわかる。時刻 t = 26は拡散する輻
射が散乱ポテンシャル領域に到達し始める時刻に相当し、波束がポテンシャルと
相互作用を始めるタイミングにおける Fourierスペクトルの形状は伝搬距離 x0と
入射速度 2vに依存する。ポテンシャル散乱の結果は、波束の Fourierスペクトル
に大きく左右されるため、反射率が入射波束の伝搬距離によって変化したものと
考えられる。
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図 3.6: 幅 a = 0.5の井戸型ポテンシャル (3.3)に捕捉された部分をもつ波形の例。原点付近の波形
が捕捉された成分。Gauss型初期波束 (3.4)を規定するパラメタは x0 = 5、v =

√
1.5で、結合定

数は g = −8。この図は時刻 t = 30における波形で、透過率 Twell は 0.233。

3.2.3 井戸型ポテンシャル

散乱ポテンシャルV (x)を深さV0 = 10をもつ井戸型ポテンシャル (3.3)とし、そ
れに向かってGauss型初期波束 (3.4)を入射させる。箱型ポテンシャルのときと同
様に、入射波束の初速を 2v = 2

√
1.5とし、初期波束の中心座標が x0 = 5の場合と

x0 = 100の場合の 2通りを調べる。また、結合定数は g = {−2,−4,−6,−8}、ポ
テンシャルの幅 aは 0.5刻みで 0から 10までの各場合に対して計算を行う。井戸
型ポテンシャルの場合には、第 1節で述べたように「長時間経過後も波束の一部
がポテンシャル井戸に捕捉されたままになる現象」が起こる場合がある。図 3.6は
幅 a = 0.5の井戸型ポテンシャル (3.3)に捕捉された部分をもつ波形 |ψ(x, t)|2の例
で、Gauss型初期波束 (3.4)において x0 = 5とし、結合定数 g = −8で時間発展さ
せて得られた。図では、井戸型ポテンシャルが存在している領域 0 < x < 0.5に単
峰性のパルスが残留している。図 3.7は、図 3.6と同じ初期波束を結合定数 g = −4

で時間発展させた場合である。幅 a = 5の井戸型ポテンシャル (3.3)の内部に定常
波状の波形が観察できる。ソリトン型初期波束からスタートした場合に、波束全
体が井戸型ポテンシャルに捕捉された報告例があるが [57]、本研究では、初期波
束は大きく分けて反射成分と透過成分と捕捉成分の 3部分に分かれている。
このような状態が本当の最終状態かどうかは数値計算からは判断できず、長い中

間状態の可能性もある。定常波状の波束は井戸内で微小な振動を繰り返しており、
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図 3.7: 幅 a = 5.0の井戸型ポテンシャル (3.3)に捕捉された部分をもつ波形の例。原点付近の捕捉
波形は定在波のような構造を示している。Gauss型初期波束 (3.4)を規定するパラメタは x0 = 5、
v =

√
1.5で、結合定数は g = −4。この図は時刻 t = 30における波形で、透過率 Twell は 0.640。

主に x < 0の領域に向かって僅かにノルムの一部を放出している。さらに、捕捉さ
れた振動波束の裾が x > aの領域内に周期的に侵入・離脱を繰り返し x > aでのノ
ルムも振動する。そこで、計算可能領域の端点に拡散波束が到達するまでに Twell

の振動がほぼなくなるよう、振動する波束の裾を避けるためのマージン b = 30を
付与した式 (3.6)によって透過率 Twellを定義する。そして、Twellが結合定数 gと
ポテンシャル幅 aにどのように依存するかを調べる。
図 3.8はx0 = 5の場合、図 3.9はx0 = 100の場合の結果を表すグラフである。ど

ちらの図も横軸にポテンシャル幅 aをとり、縦軸に透過率 Twellをとっている。線
種の違いは箱型ポテンシャルのときと同様に結合定数 gの別に対応するが、g = 0

の実線は量子力学の定常解から得られる解析的な透過率

Ts =

[
1 +

100 sin2(a
√
ν2 + 10)

4ν2(ν2 + 10)

]−1

(3.12)

である [66]。ただし、ここでも平面波の波数 νは入射波束の初速を決めるパラメ
タ v =

√
1.5に等しいとおいた。条件 sin(a

√
ν2 + 10) = 0が満たされると Ts = 1

の完全透過が実現する。これも入射波と反射波の干渉による一種の共鳴散乱で、a
の増加とともに周期的に共鳴散乱が起こる。
さて、結合定数 gが 0でない場合に数値積分から得られた波束散乱の結果は箱

型ポテンシャルのときと定性的に似た特徴をもつ。まず、箱型ポテンシャルのと
きと同様の理由により、すべてのケースで完全透過が消失している。さらに、透
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図 3.8: 様々な結合定数 g に対する井戸型ポテンシャル (3.3) の透過率 Twell。Gauss 型初期波束
(3.4)を規定するパラメタは x0 = 5と v =

√
1.5。図中で g = 0の曲線は式 (3.12)で与えられる量

子力学の定常解による透過率。

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  2  4  6  8  10

T
w

el
l

a

g =  0
g = --2
g = --4
g = --6
g = --8

図 3.9: 様々な結合定数 g に対する井戸型ポテンシャル (3.3) の透過率 Twell。Gauss 型初期波束
(3.4)を規定するパラメタは x0 = 100と v =

√
1.5。図中で g = 0の曲線は式 (3.12)で与えられる

量子力学の定常解による透過率。
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過率 Twellはポテンシャル幅 aの増大と共に 2 ∼ 3回振動したあと、一定の値に近
づくように振る舞い、共鳴散乱に起因する周期的な透過率の振動が抑制されてい
る。これは、箱型ポテンシャルのときと同様の理由により、系の自己収束型非線
形相互作用が波束の粒子的側面を強めることによって引き起こされたものと考え
られる。透過率 TwellはGauss型初期波束中心と散乱ポテンシャルの距離 x0に依
存して異なった振る舞いを見せている点も箱型ポテンシャルのときと共通してお
り、波束がポテンシャルと相互作用を始めるタイミングにおけるFourierスペクト
ルの形状が伝搬距離 x0と入射速度 2vに依存して変化するためと説明できる。

3.3 議論

3.3.1 TDGP方程式によるポテンシャル散乱問題の特徴

TDGP方程式 (3.1)にしたがって引力自己相互作用するGauss型初期波束 (3.4)

を局所的な散乱ポテンシャルに入射させた場合、反射率や透過率が初期波束中心
の位置を表すパラメタ x0と初速を表すパラメタ vの関数になることがわかった。
この現象は、2つの要因から説明される。
1つめは、単純な波束効果である。Schrödinger方程式のポテンシャル散乱問題

においても、ポテンシャルと相互作用する時点における波束の拡散度合いに応じ
て反射率や透過率は変化するから、反射率や透過率は x0や vに依存することにな
る。これを単純な波束効果と呼ぶことにする。2つめは単純な波束効果では説明で
きず、真に非線形波束効果と呼ぶべき効果である。単純な波束効果によって反射
率や透過率が x0や vに依存するといえども、時間的に運動量空間スペクトルが一
定であれば、ポテンシャル幅 aの変化に伴って反射率や透過率が周期的に変動す
ることが期待される。ところが、箱型と井戸型どちらのポテンシャルの場合にお
いても、ポテンシャル幅 aの増加に伴う反射率や透過率の周期的変動が抑制され
る振る舞いが見られた。これは、波束がポテンシャルと相互作用を始めるまでに
その形状やFourierスペクトルを変化させることによるものであって、系の非線形
性があって初めて起きる現象である。非線形波束効果は、Gauss型初期波束に限
らず一般の非ソリトン型波束を初期条件にとった場合でも同様に起こると考えら
れ、非線形発展方程式による波束のポテンシャル散乱を特徴付けるものである。
ただし、結合定数 gの正負によって単純な波束効果や非線形波束効果の出現の

仕方は異なる。本論文で取り扱った g < 0の場合、初期波束の振幅が十分大きけ
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れば t→ ∞でソリトンとなる部分を含み、この部分はどんなに長距離を伝搬して
も拡散せずそのままポテンシャルに侵入する。したがって、単純な波束効果が無
視できるようになることはない。また、図 3.1で示したように、波形が終状態で生
成されるソリトンに向かって過渡的な振動をする段階では、振動 1周期の間に伝
搬する距離の整数倍だけ x0を変動させたときに、同様の傾向をもつ反射率および
透過率のグラフが得られることが予想される。一方、結合定数 g > 0をもち斥力
自己相互作用する波束の場合は、波束の周期的振動は起こらず、伝搬中単に拡散
していくのみである。したがって、十分長距離を伝搬させれば単純な波束効果は
無視できるようになると考えられる。また、拡散して小振幅となった部分からの
高調波励起は小さくなるので、x0が十分大きければ x0に応じて非線形波束効果が
周期的に変動することもないと予想される。さらなる数値計算によって、これら
の予想を確認することはこれからの課題である。

3.3.2 ポテンシャル井戸による波束の捕捉現象

井戸型ポテンシャルによって自己収束性波束が捕捉されてしまうケースがある。
量子力学では、初期状態から最終状態への波束の時間発展は、散乱状態固有関数
の完全系の重ね合わせによって

|ψ(0)⟩ =
∫
cλ|Eλ⟩dλ⇒ |ψ(t)⟩ =

∫
cλe

−iEλt|Eλ⟩dλ (3.13)

と記述される。ここで λは連続的なエネルギー固有値であり、積分は全ての連続
的なエネルギー固有値にわたって行われる。したがって、散乱固有状態と束縛固有
状態のエネルギーレベルが交差しないため、初期に散乱状態にあった波束の一部が
捕捉されて束縛状態に移行することは起こり得ない。しかし、TDGP方程式のよ
うに非線形自己相互作用が存在するケースでは、式 (3.8)で表されるHamiltonian

Hの構成要素である運動エネルギーK

K =

∫
|ψx|2dx (3.14)

と常に負値をとる自己相互作用エネルギー I

I =
1

2
g

∫
|ψ|4dx (3.15)

の間で常にエネルギーのやりとりがなされている。例えば、図 3.1の波束の自由伝
搬において波形の勾配が急峻なときはKが増加し、Iが減少する。さらに、散乱
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ポテンシャルと波束の重なりが存在する領域では、ポテンシャルエネルギー

V =

∫ a

0

V (x)|ψ|2dx (3.16)

が発生する。図 3.6と図 3.7からわかるように、捕捉された波束の部分は他の部分
とほぼ分離しているから、散乱ポテンシャル領域における局所的な系のエネルギー
汎関数Elocalを

Elocal = (K + I + V )local =

∫ a

0

(|ψx|2 + V (x)|ψ|2 + 1

2
g|ψ|4)dx (3.17)

のように定義することができる。実際に式 (3.17)を図 3.6や図 3.7で示した波形に
対して計算すると負の値になっており、一種の束縛状態が形成されていることが
わかる。この状態は初期状態から存在していたものではなく、系の非線形な時間
発展に伴うエネルギー配分の変化によって発生した動力学的な遷移の結果である。
数値計算によってこの状態が単に過渡的な準安定束縛状態なのか永続的に続く真
の束縛状態なのかを判定することは困難であるが、このような捕捉状態の有無の
証明は解析的に大変興味深い問題である。
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第4章 非ソリトン型初期波束の運動
量空間波形におけるパターン
形成

4.1 運動量空間におけるパターン生成のメカニズム
第 3章で明らかになったように、十分な振幅をもつ非ソリトン型初期波束を時

間発展させると、運動量空間における波形に鋸状のパターンが形成される。この
パターン形成にとって、TDGP方程式 (3.1)に含まれていた外力ポテンシャル項は
本質的ではなく、パターン生成のメカニズムは標準的なNLS方程式

iψt = −1

2
ψxx − |ψ|2ψ (4.1)

を用いて説明できる。本章で用いるNLS方程式 (4.1)の係数は、第 3章で用いたも
のと異なり、BECを用いた多数の実験で使用されている慣習に合わせた。この係
数の取り方は、様々な振幅をもつ sech型の初期条件に対して ZS問題 (2.8)を厳密
に解いた論文 [42]で使われている方式とも一致する。ZS問題 (2.8)の解が離散固
有値を含んでいる場合、対応するパルスは非常にロバストであり、初期波束は最終
的にソリトンとなる部分と低振幅で素早く拡散する輻射部分に分かれ、全体のノ
ルムが

∫
R |ψ|

2dx = 1を満たすとき、ソリトン部分のノルムはO(1)に留まる [42]。
以下、鋸状パターンが形成されるメカニズムの概略を説明する。まず全体の巨

視的波動関数 ψをソリトンとなる部分 ψsolと輻射部分 ψradとの和で

ψ = ψsol + ψrad, ψsol = g(x)eiθ(x), ψrad = h(x)eiθ(x) (4.2)

と表す。2つの構成要素 ψsolと ψradはいずれも同一の巨視的波動関数の一部であ
るので、定まった共通の位相 θ(x)を持たなくてはならず、実空間で 2つの構成要
素の干渉効果が現れることはない。しかし、これら 2つの構成要素のFourier変換
ψ̃solと ψ̃radは、g(x)と h(x)の関数形が異なることから、相異なる位相をもつ。し
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たがって、運動量空間では両者の干渉現象が発生し、これが鋸状パターンとなる。
以上が干渉縞生成のメカニズムの流れである。以後、簡単なモデルを用いた具体
的計算例を示す。

4.2 近似モデルによる計算
初期波束の振幅が十分に大きく、2つの離散固有値が存在する場合、終状態には

2-ソリトンの束縛状態が形成される。実際、このようなソリトンの束縛状態はすで
に非線形光学ファイバ中の実験で観測されている [67]。一般に、波束中心は一定
の群速度で移動していくが、本章で議論しているパターン形成現象にとって有限
の群速度は本質的ではないため、Galilei変換を利用して波束中心が x = 0に留ま
り続けるとする。このような条件を満たす初期波束は実数値をとる偶関数で、2つ
の離散固有値に対応した 2つのパルスは分離せず、原点付近で振動を繰り返す。
以下、上の条件を満たす 2種類の初期波束を考察する。第 1の初期条件は sech

関数型で、
ψ1(x, 0) = 2 sech(x) (4.3)

とする。この初期波束 ψ1(x, 0)は厳密な 2-ソリトン束縛状態であり、その時間発
展は解析的に

ψ1(x, t) = 4 exp(−it
2
)

cosh(3x) + 3 exp(−4it)cosh(x)

cosh(4x) + 4 cosh(2x) + 3 cos(4t)
(4.4)

と書ける。この解の波形 |ψ1(x, t)|2は周期 π/2で振動し、厳密なソリトン解である
ので輻射は放出されない。
第 2の初期条件は、初期条件ψ1(x, 0)と同じ中心振幅と同程度の幅をもつGauss

型波束
ψ2(x, 0) = 2 exp(−1

2
x2) (4.5)

である。第 3章でも触れたように、初期波束 ψ2(x, 0)はBECの実験において生成
しやすい形状であるが、厳密なソリトンの形状からはわずかにずれている。その
波形はψ1と同様に振動しながら時間発展するが、ψ2の場合は時間発展の過程で輻
射を放出する。
ここで、どちらの初期波束においても振動するソリトン部分は原点付近に局在

し、ほぼ単一の周期 ω = π/2で振動しているとして、ψsol(x, t)を

ψsol(x, t) = e−
1
2
x2

[3 + cos(4t)] (4.6)
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と近似する。一方、初期波束 ψ2(x, 0)の場合に存在する輻射部分は振幅が小さく
3次の非線形項がほとんど効かないことから、輻射部分の波動関数 ψrad(x, t)を線
形の Schrödinger方程式にしたがう波束として考えることができる。すでに述べた
ように波束は全体としては原点 x = 0にとどまるので、群速度が 0になる。した
がって、

ψrad(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(k)e−

i
2
k2teikxdk (4.7)

と近似できる。ここで f̃(k)は運動量 kに関する偶関数で実の値をとる。運動量空
間での波動関数は実空間での波動関数を Fourier変換することによって得られる。
以上より、ソリトン部分と輻射部分が運動量空間で干渉してできる波形 |ψ̃|2は

|ψ̃|2 = |ψ̃sol + ψ̃rad|2 (4.8)

となる。ただし、ψ̃solと ψ̃radはそれぞれソリトン部分の波動関数 (4.6)と輻射部分
の波動関数 (4.7)のFourier変換である。式 (4.6)と式 (4.7)のFourier変換は解析的
に計算できて、ψ̃sol(k, t) = e−

1
2
k2 [3 + cos(4t)]と ψ̃rad(k, t) = f̃(k)e−

i
2
k2tが得られる

ので、式 (4.8)より

|ψ̃sol+ ψ̃rad|2 = [3+cos(4t)]2e−k2 + f̃ 2(k)+2[3+cos(4t)]f̃(k)e−
1
2
k2cos(

1

2
k2t) (4.9)

となる。この式は、輻射を放出するψ2(x, 0)を初期波束として時間発展させた場合
にのみ、運動量空間での波形に鋸状の干渉パターンが発現することを示している。
運動量 kが増大すると振幅の振動周期が短くなり、鋸状構造は運動量空間におけ
る波形の中心から左右に送り出されていくこともこの式からわかる。
実際には原点付近におけるソリトン部分の真の波動関数Ψsol(x, t)はもちろん式

(4.6)で近似的に導入した ψsolと異なり、

Ψsol = ψsol + fe (4.10)

となる。ただし、誤差 fe(x, t)もまた原点付近に局在した関数となるから、その
Fourier変換 f̃eは運動量空間で広がった関数となり、鋸状パターンのような高周波
構造の発生機構には影響を与えない。

4.3 数値計算による結果
図 4.1は 2つの初期波束 |ψ1(x, 0)|2と |ψ2(x, 0)|2である。両者の形はとてもよく
似ており、実際どちらの初期波束からスタートしても実空間で振幅が周期的に振動
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図 4.1: 2つの初期波束の波形。破線は |ψ1(x, 0)|2、実線は |ψ2(x, 0)|2。

する。しかし、すでに述べたように式 (4.5)で表されるGauss型初期波束 ψ2(x, 0)

から出発したときにのみ、左右に低振幅の輻射が放出される。 図 4.2と図 4.3は
時刻 t = 14における |ψ̃1(k, t)|2と |ψ̃2(k, t)|2の波形である。第 1の sech関数型初
期波束を時間発展させて得られた運動量空間での波形 |ψ̃1(k, t)|2には単一のピーク
が見えるだけであるのに対して、第 2のGauss型初期波束を時間発展させて得ら
れた |ψ̃2(k, t)|2には鋸状パターンが現れている。第 2の Gauss型初期波束の下で
は、第 3章と同様に Symplectic-Fourier法によってNLS方程式 (4.1)を数値積分し
て ψ̃2(k, t)を計算した。
ここで、解析解および数値計算による結果を前節で導入した近似モデルによる

結果と比較する。図 4.4は、式 (4.8)で与えられた近似モデルによる運動量空間で
の波形 |ψ̃sol + ψ̃rad|2である。この波形の時刻は図 4.2と図 4.3と同様に t = 14で、
f̃(k)は e−

1
2
k2とおいて計算した。図 4.3と図 4.4を比較すると、単純化された近似

モデルはノルムの保存を考慮していないため、全体的に振幅が過剰になってはい
るが、近似モデルによる計算が定性的に鋸状パターンの特徴をよく再現している。
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図 4.2: 初期波束 (4.3)から時間発展した波束の運動量空間波形 |ψ̃1(k, t)|2。t = 14。
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図 4.3: 初期波束 (4.5)から時間発展した波束の運動量空間波形 |ψ̃1(k, t)|2。t = 14。破線は初期波
束 (4.5)を表す。
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図 4.4: 近似モデルによる運動量空間波形 |ψ̃sol + ψ̃rad|2。時刻は t = 14で、f̃(k)は e−
1
2k

2 にとっ
た。

4.4 引力相互作用するBECを用いた輻射検出実験の可
能性

ソリトン理論において、厳密なソリトンではない初期波束が輻射を放出しなが
ら崩壊することはよく知られているが [27–34]、輻射部分の振幅はO(t−

1
2 )のよう

に小さくなるため、実験的に輻射の存在を捉えることは難しい。そのため、BEC

以外の物理系を含めても、輻射を直接観察した例は少ない。一方、これまで述べ
てきたように、実空間で輻射を放出しながら周期的に中心振幅を振動させるよう
な波束では、運動量空間における波形に特徴的な鋸状のパターンが生成されるこ
とがわかった。そこでこの現象を利用し、波動関数の波形を運動量空間で観察で
きるような物理系において鋸状パターンの生成が観測されれば、輻射の実験的検
出ができたことになる。
原子間相互作用が引力型のBECを 1次元的なトラップ内に閉じ込めた系はその

ようなことが可能な物理系の候補である。第 1章で述べたように、BECの際立っ
て魅力的な点として、巨視的波動関数の絶対値 2乗が光学的手段によってリアルタ
イムに検出可能なことがあげられる [19]。さらに、BECには実空間における粒子
密度分布のみならず、運動量空間における巨視的波動関数の波形、すなわち系の運
動量分布も観察可能であるという特長がある。系の運動量分布を可視化する方法
としてTime-of-Flight(TOF)法がよく用いられる。これはBECを捕捉していたト
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図 4.5: 外力ポテンシャル Vext(x) = x2/2中で Gauss型波束 ψ2(x, 0)(4.5)を緩和させて生成され
た基底状態波束 ψg1 の波形。実線は |ψg1|2、破線は外力ポテンシャル Vext。

ラップをある時刻において切り、一定の時間が経過した後に飛散した原子の雲を
光学的に撮影する方法である。トラップが切られる直前に大きな運動量をもって
いた原子は一定の飛行時間の間に長い距離を移動するが、小さな運動量しかもっ
ていなかった原子の場合は元のトラップ極小点からの移動距離が短くなる。実際、
世界で初めて原子気体による明確なBECの生成が実現したときにもTOF画像が
構成された [6–8]。その結果、原子の運動量分布が 0の付近に鋭いピークが形成さ
れていることが確認され、BEC生成の証拠となったのである。このように、BEC

では運動量空間における巨視的波動関数の波形が実空間での原子密度に写像され
るので、適切な条件を満たすように生成したBECのTOF画像を構成し、そこに
鋸状パターンを観察することで輻射の存在を検知できる可能性がある。
そのためにはまず初期波束の準備が必要である。トラップに捕捉されたBECは

引力相互作用の下で熱平衡状態に緩和し、Gauss型波束とは異なった基底状態波動
関数が得られる。図 4.5に外力ポテンシャル Vext(x) = x2/2中で式 (4.5)のGauss

型波束 ψ2(x, 0)を緩和させて生成した基底状態波動関数 ψg1の波形を示す。図 4.5

中、実線が緩和法によって得られた基底状態波動関数の波形 |ψg1|2を表し、破線は
外力ポテンシャルの形状を表す。
次に、基底状態波動関数ψg1を初期波束として時刻 t = 0に x軸方向の外力ポテ

ンシャルを切り、波束を自由発展させる。ψg1の振幅が十分大きければ、輻射を放
出しながら振幅が振動する振る舞いが実現される。図 4.6に ψg1を t = 14まで時
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図 4.6: 基底状態波束 ψg1を t = 14まで時間発展させたときの運動量空間波形 |ψ̃g1|2。破線は t = 0

のときの波形。

間発展させたときの運動量空間波形 |ψ̃g1|2を示す。この時刻までに、運動量空間に
おける波形に多数の鋸状パターンが生成されていることがわかる。
以後、無次元化されたNLS方程式に物理的なパラメタを対応させるため、NLS

方程式 (4.1)を次元をもつ量を用いて

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
− g1D|ψ|2ψ (4.11)

のように書き換える。ℏはPlanck定数を 2πで除したDirac定数で、mはBECを構
成する原子の質量、g1Dは1次元の結合定数である。相互作用が引力型の場合、通常の
3次元における結合定数 g3Dは原子の s波散乱長 as < 0を用いて g3D = 4πℏ2|as|/m

と書けるが、s波散乱長は本来 3次元の幾何に根ざした量であるため 1次元系でそ
の値を利用するには次のように考える。
まず、g3Dの次元は [エネルギー]× [長さ]3である。その理由は、NLS方程式の中

の結合定数 g3Dが g3D|ψ3D|2ψ3Dのように 3次元粒子数密度 |ψ3D|2とセットで現れ
るためである。1次元系のNLS方程式の中での結合定数 g1Dは g1D|ψ|2ψのように
現れ、|ψ|2は長さの逆数の次元をもつだけであるから、g3Dと g1Dとの間には長さ
の 2乗だけ次元の差があることになる。そこで典型的な系のスケールとして、BEC
のラジアル方向の閉じ込めポテンシャルの直径 a⊥を用い、以下 g3D = a2⊥g1D と
する。
次元をもったNLS方程式 (4.11)は、以下のように無次元化される。よく知られ
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ている調和型外力ポテンシャルの大きさ a⊥ =
√
ℏ/mω⊥によって、閉じ込めポテ

ンシャルの周波数 ω⊥を定義し、無次元化された空間変数 x̄を導入して x = a⊥x̄

とする。次に、ω⊥によって無次元化された時間変数 t̄ = ω⊥tを定義する。最後に
波動関数のスケールを規格化し、ψ =

√
N/a⊥ψ̄とおく。そうすると次元をもった

NLS方程式 (4.11)は

i
∂ψ̄

∂t̄
= −1

2

∂2ψ̄

∂x̄2
− g1D

ℏω⊥a⊥
N |ψ̄|2ψ̄ (4.12)

となる。無次元化された 1次元の結合定数 ḡ1Dは

ḡ1D =
g1D

ℏω⊥a⊥
N =

4π|as|N
a⊥

(4.13)

とかける。実際に BECを x軸方向に長い 1次元的なトラップに閉じ込めた実験
では、a⊥ ≈ 1.5 µm が用いられ、原子の s波散乱長は as ≈ −0.16 nmに調整され
た [35]。このときパルスの粒子数N の上限は、

N < 0.67
a⊥
|as|

(4.14)

で決まり、これを満たさなければ系の不安定化を招き、BECが自己崩壊してしま
う [68]。偏微分方程式論では、引力型NLS方程式の場合、任意の急減少初期波束
に対して有限の解が一意的に存在することが知られているが [69]、粒子数N が多
すぎると希薄原子気体の仮定が破れ、2体散乱のみしか取り入れていないNLS方
程式による物理の記述が不適当になる。a⊥ ≈ 1.5 µm と as ≈ −0.16 nmから計算
されるN の上限値は 6300個程度であり、実際の実験で報告された値は最大 5000

個、典型的には∼ 103個程度である [35, 70]。
式 (4.13)と式 (4.14)から ḡ1D < 8.42がわかるが、典型的な実験値としてN = 2500

とおいて ḡ1Dを計算してみると、ḡ1D = 3.35となる。これはO(1)の値ではあるが、
これまでの数値実験で使用してきた値 1より大きい。そこで、ḡ1Dの値が 1からず
れることによって鋸状パターンがどう変わるかをシミュレーションする。
図 4.7は ḡ1D = 5として外力ポテンシャル Vext(x) = x2/2の中でGauss型波束

ψ2(x, 0)を緩和させて生成された基底状態波動関数 ψ5の波形 |ψ5|2である。これ
を時間発展させてできる運動量空間波形は図 4.8のようになる。このケースでは
ḡ1D = 1のときよりも引力自己相互作用が強く、実空間での初期波束が原点に局在
し波束の傾きが急峻になった。そのため、系の運動エネルギーが増大し、トラッ
プ解放時の原子の飛行距離が長くなる。結果として運動量空間波形の振幅は小さ
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図 4.7: ḡ1D = 5として外力ポテンシャル Vext(x) = x2/2の中でGauss型波束 ψ2(x, 0)を緩和させ
て生成された基底状態波動関数 ψ5 の波形 |ψ5|2(実線)。破線は外力ポテンシャル Vext(x)。
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図 4.8: 基底状態波束 ψ5 を t = 14まで時間発展させたときの運動量空間波形 |ψ̃5|2。破線は t = 0

のときの波形。
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図 4.9: ḡ1D = 0.7として外力ポテンシャル Vext(x) = x2/2の中で Gauss型波束 ψ2(x, 0)を緩和さ
せて生成された基底状態波動関数 ψ0.7 の波形 |ψ0.7|2(実線)。破線は外力ポテンシャル Vext(x)。

くなった。次に ḡ1Dが 1よりも小さいときを考える。図 4.9は ḡ1D = 0.7として同
様に緩和・生成された基底状態波動関数 ψ0.7の波形 |ψ0.7|2である。これを時間発
展させてできる運動量空間波形は図 4.10のようになる。結合定数 ḡ1D が 1に満た
ない場合、振幅の振動が弱くなるため干渉縞のコントラストは低くなっている。
粒子密度や鋸状パターンのコントラストが小さすぎると、光学的に濃淡を検知

できなくなることが予想されるため、ḡ1D を適切な値に調整する必要がある。ま
たソリトン部分に十分な振動をさせるには粒子数N が十分大きい必要がある。式
(4.13)と式 (4.14)はFeshbach共鳴で自由に制御できるパラメタである asを小さく
とれば、BECの崩壊を避けつつN を増やし、同時に ḡ1Dが大きくなりすぎないよ
うにできることを示唆している。このように、注意深く実験パラメタを制御するこ
とにより非ソリトン波束から放出される輻射を実験的に観測できる可能性がある。
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図 4.10: 基底状態波束 ψ0.7 を t = 14まで時間発展させたときの運動量空間波形 |ψ̃0.7|2。破線は
t = 0のときの波形。
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第5章 矩形関数の和で近似された初
期波束の相互作用後に残留す
るソリトン数の解析

5.1 空間離散化によるZS問題の近似解法：I

NLS方程式の初期値問題において、初期波束が複数の非ソリトン型パルスからな
り、パルス間の散乱が起こる状況を考える。特に、初期条件のN -ソリトン解から
のずれが t→ ∞の終状態において生成されるソリトン数に及ぼす影響を、NLS方
程式の直接的な数値積分を用いずに解析・評価する。まず、その方法の 1つである、
BoffettaとOsborneによる準解析的な近似方法 [60]を説明する。第 2章で述べたよ
うに、t → ∞で振幅が残るソリトン部分の形状は離散固有値 {ξi|i = 1, 2, . . . ,M}

によって決まることが、GLM方程式 (2.31)からわかる。これらの離散固有値はす
べて散乱振幅 a(ξ)のゼロ点であることから、系の終状態に関する情報を引き出す
ためには散乱振幅 a(ξ)を調べることが必要であり、このことは境界条件 (2.12a)の
もとで x→ +∞における ϕ(x; ξ)を計算することと等価である。NLS方程式の ZS

問題

Ψx = SΨ, S =

−iξ iψ∗

iψ iξ

 (5.1)

において、ψ は未知関数 ψ(x, t)の与えられた初期値 ψ(x, 0)とする。
ZS問題を解析する際の主な困難は、ψ(x, 0)が定数ではなく、空間座標 xに依存

することにある。そこで、ψ(x, 0)を多数の小区間

Ij : xj ≤ x < xj+1 (j = 1, . . . , N) (5.2)

に分割し、各小区間においてはψ(x, 0)を定数とみなした近似的な初期波束を考え
る。第 2章で仮定したように ψ(x, 0)は Schwartzクラスに属する急減少関数であ
る。そのため、|x|が十分大きい領域では |ψ(x, 0)|は非常に小さくなり、数値計算
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を行う際のマシンイプシロンより小さくなる。したがってそのような微小な部分
を無視し、ψ(x, 0)がコンパクトな台 [x1, xN+1]をもつものと近似する。
ここで矩形関数の列 ψjを

ψj(x) =

Vj x ∈ Ij,

0 x /∈ Ij

(5.3)

のように定義すれば、近似された初期波束は

ψ(x, 0) =
N∑
j=1

ψj(x) (5.4)

=

Vj (x ∈ Ij, j = 1, 2, . . . , N),

0 (x < x1, xN+1 ≤ x)
(5.5)

となる。その結果、各小区間での ZS問題 (5.1)は

Ψx = SjΨ, Sj =

−iξ iV ∗
j

iVj iξ

 (5.6)

となる。この方程式の解は厳密に求めることができ、第 j小区間の幅を

xj+1 − xj = Lj (5.7)

を書くと、第 j小区間における解は、

Ψ(xj+1) = TjΨ(xj), Tj = exp(LjSj), (5.8a)

Tj =

cosKjLj − i(ξ/Kj) sinKjLj i(V ∗
j /Kj) sinKjLj

i(Vj/Kj) sinKjLj cosKjLj + i(ξ/Kj) sinKjLj

 , (5.8b)

Kj =
√
ξ2 + |Vj|2 (5.8c)

となる。ここで、スペクトルパラメタ ξは複素上半面に解析接続される複素数で
あるから、Kjは負の分枝も取り得る。しかし、Tjにおいて複素関数としての cos

はKjの符号によらない。また同じく複素関数としての sinは Tj中で分母にKjを
伴って現れる。したがって、Kjの分枝の選び方によらず、Tjは一通りに定まり、
これから説明するようにZS問題の解析には Tjのみが使われるので、以後Kj の符
号の取り方は正に固定する。
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ここで、近似された ψ(x, 0)の台 [x1, xN+1]にわたる転送行列 T を

T = TNTN−1 · · ·T2T1 (5.9)

と定義する。すると、Jost関数は関係式

Ψ(xN+1) = TΨ(x1) (5.10)

を満たしている。Jost関数の漸近形 (2.12a)から、

ϕ(xN+1; ξ) = Tϕ(x1; ξ) = e−iξx1T

1

0


=

a(ξ)e−iξxN+1

b(ξ)eiξxN+1

 (5.11)

が得られる。このようにして、近似的な散乱振幅が転送行列 T の成分を用いて

a(ξ) = eiLξT11, (5.12a)

b(ξ) = e−i(x1+xN+1)ξT21 (5.12b)

のように書ける。ここでパラメタ Lは

L = L1 + L2 + · · ·+ LN (5.13)

と定義され、近似的に切り出された初期波束の台の幅である。このように、任意
の Schwartz級初期波束を矩形関数の和として近似することにより、散乱振幅 a(ξ)

と b(ξ)の近似的表式が得られる。各小区間Ljの幅を要求精度に合わせて設定すれ
ば、終状態において生成されるソリトンの情報を、近似的に計算された a(ξ)から
抽出することができる。

5.2 箱型初期波束への適用
前節で説明した方法を、実数値をとる箱型の初期波束に適用する。箱型の初期

波束に対しては、前節の近似解法が ZS問題に対する厳密解法に一致し、正確な散
乱振幅が求められる。散乱振幅 a(ξ)のゼロ点は ξの複素上半面にあるから、離散
固有値は条件

ξ = iη (η > 0) (5.14)
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を満たす。以後、系の規格化のため変数Aと uを

A = V0L, u = ηL (5.15)

のように導入して、初期波束の台の幅 Lを消去する。

5.2.1 単一の箱型初期波束の場合

箱型初期波束の幅を 1として、

ψ(x, 0) =

A (0 ≤ x ≤ 1),

0 (x < 0, 1 < x)
(5.16)

を考える。ただし、ポテンシャルの大きさAは実数とする。このような初期波束
に対する ZS問題には厳密解を用いた解析がすでになされているが [71, 72]、ここ
では上で説明した方法を用いて散乱振幅を導出するための例題として単一の箱型
初期波束を取り扱う。転送行列 (5.8b)と散乱振幅 (5.12a)の式、および離散固有値
が複素上半面の虚軸上にあるという条件 (5.14)から、

a(u) = e−u
[
cos K̄ +

u

K̄
sin K̄

]
,

K̄ ≡
√
A2 − u2

(5.17)

となる。したがって、散乱振幅 a(u)のゼロ点に関する決定方程式

√
A2 − u2 = −u tan

√
A2 − u2, (5.18a)

0 < u < A (5.18b)

の解の個数を調べることで、初期波束 (5.16)に対応する終状態に生成されるソリ
トンの数がわかる。解の個数がAの値によってどのように変化するかは以下のよ
うに求められる。まず、式 (5.18a)の左辺において、曲線 y =

√
A2 − u2は u − y

平面上の第 1象限における半径Aの円を表しており、正の値しかとらない。次に
式 (5.18a)の右辺において、uが 0からAまで増加するにつれて

√
A2 − u2はAか

ら 0まで単調に減少するということと、tan関数の周期性とを合わせ、次の 3つの
ケースが考えられる。ただし、nは自然数である。

• 0 < A < π/2の場合
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tan
√
A2 − u2は u → 0で tanA > 0に近づく。この点から uの増加ととも

に、tan
√
A2 − u2 は u → Aで 0に近づくまで単調減少する。したがって

−u tan
√
A2 − u2 < 0であるから決定方程式 (5.18)に解はない。つまり、ソ

リトンは生成されず、初期波束はすべて低振幅で拡散する輻射に転化する。

• π(2n− 1)/2 < A < πnの場合

tan
√
A2 − u2 は u → 0で tanA < 0に近づく。この点から uを増加させ

て
√
A2 − u2 → π/2とすると、tan

√
A2 − u2は−∞に向かって単調減少す

る。この区間において−u tan
√
A2 − u2は区間 (0,∞)を単調増加するので、

半径 Aの円との 1つ目の交点が現れる。その後 uが Aまで増加する間に、
tan

√
A2 − u2は n− 1回だけ 0から−∞までを単調に動き、これらの区間で

−u tan
√
A2 − u2は区間 [0,∞)を単調増加する。すなわち、円との交点は計

n個である。

• πn < A < π(2n+ 1)/2の場合

tan
√
A2 − u2 は u → 0で tanA > 0に近づく。この点から uを増加させ

て
√
A2 − u2 → π とすると、tan

√
A2 − u2 は −∞に向かって単調減少す

る。この区間のうち、tan
√
A2 − u2が 0から−∞まで単調減少している間、

−u tan
√
A2 − u2は区間 (0,∞)を単調増加するので、半径Aの円との 1つ目

の交点が現れる。その後 uがAまで増加する間に、tan
√
A2 − u2は n− 1回

だけ 0から−∞までを単調に動き、これらの区間で−u tan
√
A2 − u2は区間

[0,∞)を単調増加する。すなわち、円との交点は計 n個である。

以上より、単一の箱型初期波束初期波束 (5.16)の大きさAが

(n− 1

2
)π < A < (n+

1

2
)π (5.19)

を満たすとき、終状態に生成されるソリトンの数は nとなる。このようにAの大
きさによってソリトン生成の有無が決定される様子を示すグラフの例を図 5.1に示
す。図 5.1において (a)のケースはA = 1.2 < π/2で決定方程式 (5.18)の解が存在
しない場合を、(b)のケースは π/2 < A < 3π/2で、ただ 1つの解が存在する場合
を示している。
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図 5.1: 散乱振幅 a(ξ)のゼロ点を決定する方程式 (5.18)の解。(a) A = 1.2の場合と (b) A = 1.8の
場合。太線は領域 u > 0における曲線 y =

√
A2 − u2のグラフで、細線が曲線 y = −u tan

√
A2 − u2

のグラフ。ケース (b)の破線が
√
A2 − u2 = π/2となる uの値を示している。この点において曲

線 y = −u tan
√
A2 − u2 は発散している。

0 1 1+w 2+w
x

A

図 5.2: 式 (5.20)で表される 2連箱型初期波束。

5.2.2 2連箱形初期波束の場合

次に、図 5.2で示されるような、大きさがAで幅が 1の箱型矩形関数を距離wを
隔てて 2つ並べた 2連箱形初期波束

ψ(x, 0) =

A (0 < x < 1, 1 + w < x < 2 + w),

0 (x < 0, 1 < x < 1 + w, 2 + w < x)
(5.20)

を考える。この場合の散乱振幅 a(u)は式 (5.14)と式 (5.15)を考慮して

a(u) = e−2u

[(
cos K̄ +

u

K̄
sin K̄

)2
− A2

K̄2
e−2uw sin2 K̄

]
, (5.21a)

K̄ ≡
√
A2 − u2 (5.21b)
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のように与えられる。ここでも u > Aの場合には解が存在しないので、パラメタ
uの変域は

0 < u < A (5.22)

に限られる。ここで、2つの初期パルス同士の距離を決めるパラメタ wが果たす
役割を考察する。まず、wが小さい場合を考える。このときの初期波束は、2つの
箱型パルスが合体した幅 2の単一パルスに近い振る舞いをする。実際に式 (5.21a)

においてw → 0とすると e−2uw → 1となり、散乱振幅 a(u)のゼロ点に関する決定
方程式は、

√
A2 − u2 = −u tan(2

√
A2 − u2) (5.23)

となる。これは確かに幅 1の単一箱型初期波束に対して求めた式 (5.18a)において
幅を 2としたものに一致している。
反対に初期パルス間の距離wが大きくなると、式 (5.21a)において指数関数 e−2uw

の寄与は小さくなる。ただし、初期波束の台がコンパクトであるとの仮定のため、
w → ∞とはせずに、有限だが十分大きいwを考える。このとき、式 (5.21a) の小
括弧内は単一の箱型初期波束に対して求めた式（5.17）の括弧内の式の 2乗と一致
する。つまり決定方程式の解が存在すれば、単一箱型初期波束の場合とほとんど
同一でありながら微小な指数関数の寄与分だけわずかに異なる 2つの解が近接し
て得られる。このことは、低振幅の拡散輻射のみによる初期パルス間相互作用の
影響が小さく、それぞれの初期パルスがほぼ独立にソリトンになることを意味し
ている。
このように、wは 2連パルス間の相互作用の程度を決定しており、2つの初期パ

ルス同士の距離が非常に小さい場合と大きい場合では、自然に期待される結果が
得られる。しかし、これら 2つ場合の中間のwの値を適切に選ぶと、式 (5.21a)で
2連パルス間の相互作用を表す指数関数部分が、系の終状態に非自明な寄与をもた
らす。図 5.3は A-u平面上で式 (5.22)を満たす曲線で、2連パルス間の距離 wを
w = 0.1とした場合が図 5.3(a)、w = 1.5とした場合が図 5.3(b)である。図 5.3(a)

で各実線がA軸に向かう各座標は、式 (5.21b)において u → 0とすることで求め
られ、自然数 nを用いてA = π(2n− 1)/4となる。よって、A < π/4においては散
乱振幅のゼロ点が存在しないことがわかる。この場合、2つの初期パルスの大きさ
が小さいため、すべてのノルムが輻射に転化することを意味する。Aが大きくな
ると、π/4 < A < 3π/4の範囲において式 (5.22)の解がただ 1つ出現し、系の終状
態で 1つのソリトンが形成される。このソリトンは系の空間対称性から 2つの初
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図 5.3: 2連箱型初期波束の大きさ Aの変化に伴う散乱振幅 a(u)のゼロ点分布。(a)パルス間隔
w = 0.1の場合。(b)パルス間隔w = 1.5の場合。破線は解が許容される領域 (5.22)の境界を示す。

期パルスの中央に生成される。さらにAが大きくなっていった場合も、生成され
るソリトンの数はAの増加に対して単調に 1つずつ増加していくことがわかる。
図 5.3(b)では (a)のケースと定性的に異なる振舞いが見られる。2連パルス間の

距離wをw = 1.5に広げた場合、グラフ中 uがAの 1価関数とはならない領域が
出現する。一度 π/4 < A ≲ 2.2の範囲で 1つの解が現れたのち、A ∼ 2.24228では
解が 2つに増えている。これらの解のうち uが小さい方の解は、図 5.4に示すよう
に 2重解となっており、散乱振幅 a(u)は 2位の極をもつ。この特別なAの値をA0

とすると、A = A0の場合は終状態に 2つのソリトンが現れることになる。このう
ち、散乱振幅 a(ξ)の 2位の極に起因するソリトンは、第 2章でGLM方程式 (2.31)

を導入したときの仮定である離散固有値の単極性を破る特殊なソリトンで、多重
極ソリトンと呼ばれるものになる [73]。さらにAの値が大きくなっていくと最終
的に残るソリトンの数が 3つに増えることがわかる。ところが、3π/4 < A < 5π/4

の範囲では生成されるソリトン数は 2となり、再び減少に転じる。このように、2

連初期パルス間の距離wの値によっては、終状態に生成されるソリトンの数がA

の単調増加関数にならなくなるときがある。
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図 5.4: 2連箱型初期波束の大きさがA = A0(∼ 2.24228)のときの散乱振幅 a(u)。a(u) = 0のゼロ
点のうち小さい方が 2重解となっている。

5.2.3 非対称な大きさをもつ2連箱形初期波束の場合

今度は、非対称な大きさをもつ 2連箱形初期波束

ψ(x, 0) =


A, (0 < x < 1),

sA, (1 + w < x < 2 + w),

0, (x < 0, 1 < x < 1 + w, 2 + w < x)

(5.24)

を設定する。記述の簡略化のため関数

f(A, u) = cosK(A) +
u

K(A)
sinK(A), (5.25a)

g(A, u) =
A

K(A)
sinK(A), (5.25b)

K(A) =
√
A2 − u2 (5.25c)

を導入する。空間的に非対称な初期条件 (5.24)に対する散乱振幅 a(iη)を計算す
ると、

a(u) = e−2u
[
f(A, u)f(sA, u)− e−2uwg(A, u)g(sA, u)

]
(5.26)

となる。期待される通り散乱振幅 a(u)はAと sAに関して対称な関数となり、指
数関数 e−2uwを含む項が箱型波束が崩壊してできる輻射による相互作用の寄与を
記述している。今回は、これまでと違って sA < uが満たされるときに f(sA, u)と
g(sA, u)が双曲線関数になるケースも除外されないことに注意する。
図 5.5は 2つのパルス間距離wをw = 1.5としたときの、A-u平面における曲線

a(u) = 0の振る舞いを描いたものである。ただし、s = 1/
√
2とした。 非対称 2
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図 5.5: 非対称 2連初期波束の大きさを決定するパラメタAの変化に伴う散乱振幅 a(u)のゼロ点分
布。パルス間隔はw = 1.5で 2つの初期パルスの大きさの非対称性を決めるパラメタ sは s = 1/

√
2

とした。破線は解が許容される領域 (5.22)の境界を示す。
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図 5.6: 非対称 2連初期波束の大きさを決定するパラメタが A ∼ 6.63481の場合の a(u) exp(2u)。
大きい方のゼロ点は 2重解となっている。
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連初期波束の大きさを決定するパラメタAが大きくなると、uはAの多価関数と
なる。そればかりか空間的に対称な分布をもつ初期波束の場合と異なって、解曲
線の異なる分枝同士が交わる現象が見られるようになる。分枝同士の交わりが起
こる最小の AはA ∼ 6.63481であり、図 5.6で示すようにこの点における散乱振
幅 a(u)のゼロ点は 1位の極ではなく、2位の 2重極である。このように、空間的に
非対称な初期条件を設定した場合には分枝同士の交差が発生し、a(u) = 0のトラ
ジェクトリは空間的に対称な初期波束を考えたときよりも複雑になる。そして、2

つの初期パルス間の距離wの選び方によっては、崩壊する 2つの初期パルス同士
の相互作用の影響が現れ、終状態に生成されるソリトンの個数はやはりAの単調
増加関数にならなくなる。

5.3 数値シミュレーションとの比較
この節では、前節で取り上げた対称な2連箱型初期波束に関する解析結果と、NLS

方程式 (2.5)を Symplectic-Fourier法で数値積分した結果を比較する。ただし、数
値計算においては初期波束の水平シフトを行って 2つの初期パルス間の谷の中央
が原点 x = 0に一致するようにした。2つの初期パルス間の距離wは 1.5に設定し
た。図 5.3(b) が示すように、w = 1.5は 2連パルス間の相互作用の影響によって
系の終状態に生成されるソリトンの数がAの単調増加関数にならなくなる場合に
対応する。
はじめにA = 1.5のケースを調べる。図 5.3(b)によると、この場合にはただ 1つ

の解があり、数値シミュレーションでも十分大きい時刻 tにおいて単一のソリトン
が生成されることが期待される。図 5.7が数値積分の結果であり、時刻 t = 15に
おける波動関数の絶対値 2乗 |ψ(x, t)|2を描画している。3つのパルスが認められ、
中央のパルスはソリトンであるが、小さい左右の 2つのパルスはソリトンにはな
り得ない成分である。パルスが実際に 1-ソリトンであれば、式 (3.9)で与えられる
sech関数 (g = −2)によって波形をフィットできる。図 5.8に図 5.7の左側のパル
スに対するフィッティング結果を示す。実線で描かれた数値積分の結果と、破線
で描かれた sech関数 (η = 0.1389)は大きく異なる波形となっている。数値積分に
よって得られた波形のノルムは sech関数によるフィットより小さく、両側の小さ
いパルスは波形を維持できずに拡散していくことを意味している。したがって、理
論の予言通り原点付近の大きなパルスだけが t→ ∞でソリトンとして残留する。
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図 5.7: 大きさ A = 1.5をもつ対称な 2連箱型初期波束に対する数値計算結果。時刻 t = 15での波
形 |ψ(x, t)|2。
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図 5.8: 図 5.7の左側にあるパルスの波形 (実線)に対し式 (3.9)で与えられる sech関数 (g = −2, η =

0.1389)の波形 (破線)を重ねたもの。
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図 5.9: 大きさ A = 2.2をもつ対称な 2連箱型初期波束に対する数値計算結果。時刻 t = 39, 42, 45

での波形 |ψ(x, t)|2。

次に、初期パルスの大きさをA = 2.2にする。A = 2.2は 2重極ソリトンを含め
て計 2つのソリトンが発生すると前節で予言された値A0 ∼ 2.24228よりもわずか
に小さい。図 5.9は時刻 t = 39, 42, 45における波形 |ψ(x, t)|2を示しており、どの
時刻においても 3つのピークが見られる。今回、左右の小さいパルスの拡散速度
はA = 1.5のときよりも小さくなっているが、これらの小パルスの振幅はA = 1.5

のときよりも大きい。図 5.10に図 5.9の左側のパルス (t = 45)に対するフィッ
ティング結果を示す。実線で描かれた数値計算結果は、破線で描かれた sech関数
(η = 0.3967)よりもわずかに小さいが、その乖離の程度はA = 1.5のときよりも小
さい。これは左右のパルスにおいて、自らの幅に対する振幅が大きくなってきた
ため、A = 1.5のときよりも拡散が緩やかになってきていることを意味している。
これら両側のパルスは数学的には t→ ∞の極限で消失するはずの輻射に過ぎない
が、崩壊速度が遅いため、BECの実験の典型的なタイムスケール (∼ 100ms)では
観測にかかる可能性がある。第 4章で述べたように、時間変数 tの無次元化は原子
集団を捕捉するトラップの周波数 ωによってなされ、典型的な値は数 100Hzであ
る [35]。仮に ω = 500とすると t = 45は 90msに相当する。
図 5.11は初期パルスの大きさAを臨界値A0の近似値である 2.24228にセットし

たときの波形 (t = 39, 42, 45)である。このとき、両サイドのパルスが左右へ拡散
する速度はA = 2.2のときと比べて急激に緩慢になっている。このように、左右
のパルスの拡散がスローダウンする現象が 2重極ソリトンの発生に対応している。
図 5.12は初期パルスの大きさAを臨界値A0 ∼ 2.24228より大きい 2.225にセッ
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図 5.10: 図 5.9の左側にあるパルスの波形 (実線)に対し式 (3.9)で与えられる sech関数 (g = −2, η =

0.396)の波形 (破線)を重ねたもの。
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図 5.11: 大きさ A = 2.24228 ∼ A0 をもつ対称な 2連箱型初期波束に対する数値計算結果。時刻
t = 39, 42, 45での波形 |ψ(x, t)|2。
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図 5.12: 大きさA = 2.225をもつ対称な 2連箱型初期波束に対する数値計算結果。時刻 t = 39, 42, 45

での波形 |ψ(x, t)|2。

トしたときの波形 (t = 39, 42, 45)である。この値は 3π/4よりも小さいので、最終
的に 3つのソリトンの生成が期待される領域にある。ただし、これら左右の 2つの
パルスがそれぞれ 1-ソリトン解 (3.9)に対応しているのではないことに注意が必要
である。もしこれらがそれぞれ左右反対方向に動き、同じ振幅をもつ独立な 1-ソ
リトン解であるならば、正負が逆の実数部分と同一の虚数部分をもつ離散固有値
が存在していなくてはならないが、初期波束の対称性から離散固有値は正の虚軸
上にしか存在し得ない。実は、このように離散固有値の実部が 0で虚数部分 ηだけ
が異なる場合、2つのソリトンは互いに束縛状態を形成し、空間的に分離不能な振
動解となることが知られている [52, 61]。そして、2つの異なる散乱固有値の虚部
を η1および η2とすると、振動の角振動数は 4(η21 − η22)で与えられる。虚軸上に 3

つの離散固有値が存在するこのケースでは、3つの角振動数が重なり合っている。
図 5.12は、2重極が発生する臨界値A0における空間的に分離不能な振動解を表し
ている。このようにAの大きさがわずかに変わるだけで、解の振る舞いは大きく
変化した。厳密な意味における 2重極ソリトンが実現するのは、初期振幅という
連続変数において測度ゼロに過ぎない値A0を与えたときだけである。しかし、A0

はこの値を境に系の振る舞いが大きく変わる分岐点として、重要な役割を果たし
ていることが数値計算からも確かめられた。初期波束を箱型に近似する簡単なモ
デルを導入して、空間変数の離散化による近似解法が厳密解法となる状況を作り
出すことにより、このような数学的に意味のある特異点の存在を明確に示すこと
ができた。
最後に、初期パルスの大きさをさらに大きくし、A = 2.36 > 3π/4とした。この
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図 5.13: ポテンシャル高さA = 2.236をもつ対称な 2連箱型初期波束に対する数値計算結果。時刻
t = 13, 13.5, 15での波形 |ψ(x, t)|2。

値は図 5.3(b)で新たな分枝が発生する A = 5π/4よりは小さい。したがって、終
状態に生成されるソリトンの数は 3個から 2個に減少すると予測される。離散固
有値は η1 ∼ 0.91と η2 ∼ 1.26の 2つで、これから振動周期 T = 2.0682が予想さ
れる。この場合の数値計算結果は図 5.13に示す通りで、時刻 t = 13, 13.5, 15にお
ける波形 |ψ(x, t)|2が描かれている。t = 13と t = 15の波形には、これまで座標原
点に位置して最大の振幅をもっていたピークが消失し、原点対称に期待通り 2つ
のピークが形成されている。しかし、t = 13.5の波形から分かるように、これら 2

つのピークは永続的ではなく、互いに融合と分離を繰り返しながら時間発展する
振る舞いを見せた。図 5.14には時刻 10 < t < 15における |ψ(0, t)|2、すなわち波
形の原点 x = 0における値の変化が描かれている。このように x = 0での値をモ
ニタすることによって得られた振動周期は T = 2.045であり、理論からの予言値
2.0682とよく一致している。時刻 t = 13と t = 15における波形が似ているのはこ
のことを反映していて、確かに 2-ソリトン束縛状態が形成されている。
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図 5.14: ポテンシャル高さA = 2.236をもつ対称な 2連箱型初期波束に対する数値計算結果。時刻
10 < t < 15における |ψ(0, t)|2。
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第6章 任意形状をした急減少パルス
間の相互作用後に残留するソ
リトン数の解析

6.1 空間離散化によるZS問題の近似解法：II

第 5章で用いた方法では、転送行列 (5.8b)を分割数N だけ掛け合わせる必要が
ある。滑らかな関数を精度よく近似しようとすると、必然的に分割数N が多くな
る。そうすると、行列積の成分で与えられる近似散乱振幅の解析的表示は長大な
ものになり、現実的にゼロ点探索を行うことが難しくなる。第 5章で用いた方法
は、少数の矩形関数の和で与えられる初期波束に対して、ZS問題の厳密な解が得
られるという利点があるものの、BECをはじめ様々な分野で現実的に生成される
滑らかなパルスに対して実用的とは言えない。さらに、現実的な形状のパルスよ
りも角ばった矩形関数を初期値の構成に用いることによって、輻射に転じる成分
を過剰に評価してしまう恐れもある。そこで、第 6章では、急減少する任意の初期
波束に対して ZS問題の近似的散乱振幅を計算できる新たなアルゴリズムを展開す
る。空間座標 xの離散化に関する表記法は第 5章で用いたものと同様であり、引
き続き初期波束は近似的に幅 Lの有限な領域に台をもつものとする。
まず、2成分ベクトルΨを

Ψ(x; ξ) =

Ψ1(x; ξ)

Ψ2(x; ξ)

 , Ψ0(x; ξ) =

e−iξx

0

 (6.1)

のように導入する。次に、2×2の行列Green関数 g(x− x′)をステップ関数 θ(x)を
用いて

g(x− x′) =

e−iξ(x−x′)θ(x− x′) 0

0 eiξ(x−x′)θ(x− x′)

 (6.2)
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と定義し、行列形式での散乱ポテンシャルを

U(x) =

 0 iψ∗(x, 0)

iψ(x, 0) 0

 (6.3)

と定める。議論の出発点は、ZS問題 (5.1)を第 2種のFredholm型積分方程式として

Ψ(x; ξ) = Ψ0(x; ξ) +

∫ ∞

−∞
dx′g(x− x′)U(x′)Ψ(x′; ξ) (6.4)

のように定式化することにある。もちろん解Ψ(x; ξ)は x → +∞の極限で漸近的
に Jost関数 (2.19) と一致する。逐次代入法により、積分方程式 (6.4)の解を摂動
級数として構成することができる。2成分ベクトル関数Ψ(x; ξ)の第 1成分を考え
て、Neumann級数を書き下すと、

Ψ1(x; ξ) = e−iξx+e−iξx

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dx′′θ(x− x′)e2iξx

′

· iψ∗(x′, 0)θ(x′ − x′′)e−2iξx′′
iψ(x′′, 0) + (even)

(6.5)

となる。ただし、(even)と表記した項は摂動級数における 4次以上の偶数次項で
ある。逐次代入の次数は多重散乱の回数、すなわち入射平面波 e−iξxが初期波束の
形状をした散乱ポテンシャルによって散乱されて進行方向を転換する回数に一致
する。そのため、Neumann級数の偶数次項のみが散乱振幅 a(ξ)へ寄与する。同様
に、逆向きに進行する平面波 eiξxに関するΨ(x; ξ)の第 2成分を考えると、散乱振
幅 b(ξ)が求まり、こちらは奇数次の項のみが寄与する。
式 (2.19)にしたがい、散乱振幅 a(ξ)は x→ ∞の極限を考えることで

a(ξ)e−iξx = lim
x→∞

Ψ1(x; ξ) = lim
x→∞

ϕ1(x; ξ) (6.6)

のように得られる。ここで、Neumann級数 (6.5)において変数 x′′の部分積分を実
施すると、

Ψ1(x; ξ) = e−iξx +
e−iξx

2iξ

∫ x

−∞
dx′|ψ(x′, 0)|2 + (even) (6.7)

となる。これは第 2章でGLM方程式 (2.31)を導出する際に述べたとおり、|ξ| → ∞

の極限で散乱振幅 a(ξ)が 1に収束することを示している。今後の記述の便を図り、
散乱ポテンシャルを位相因子 e2iξxを含むように

v(x) = ie2iξxψ∗(x, 0), (6.8)

v̄(x) = ie−2iξxψ(x, 0) (6.9)
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と再定義しておく。これらの表記を用いて、改めて散乱振幅 a(ξ)を表記すると

a(ξ) = 1 + lim
x→∞

A(x; ξ) (6.10a)

A(x; ξ) =

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dx′′θ(x− x′)v(x′) · θ(x′ − x′′)v̄(x′′) + (even) (6.10b)

となる。これから、式 (6.10b)に含まれる積分を有限サイズの行列演算で近似して
a(ξ)を計算する。行列演算に帰着することは数値計算を実行する上で好都合であ
る。式 (6.10)に現れる積分を実行し極限をとるために、式 (5.2)で定義された離散
変数 xjを用いると、近似的な散乱振幅 a(ξ)に対する表式は

a(ξ) = 1 + lim
n→∞

A(xn; ξ) (6.11)

となる。第 5章で導入した離散的な空間座標 {xj}におけるA(x; ξ)の値は有限和

A(xj; ξ) =
N∑

k,l=1

θ(xj − xk)v(xk)θ(xk − xl)v̄(xl)(∆x)
2 + (even) (6.12)

により求まる。ここで、∆xは隣接する離散座標間の間隔で、∆x = L/N となる。
ここで v(xk)や v̄(xl)といった量は式 (5.2)における各小区間で定義されているか
ら、式 (5.4)の Vj を用いて

v(xk) = ie2iξxkV ∗
k v̄(xl) = ie−2iξxlVl (6.13)

と表現できる。ここで、行列 V と V̄ を

V = diag(ie2iξx1V ∗
1 , . . . , ie

2iξxNV ∗
N),

V̄ = diag(ie−2iξx1V1, . . . , ie
−2iξxNVN)

(6.14)

のように導入した。さらにステップ関数行列Gを、その (i, j)成分が θ(xi − xj)∆x

で与えられるとして定義する。行列Gは下三角行列であり、陽に表示すると、

G =
L

N



1 0 0 · · · 0

1 1 0 · · · 0

1 1 1 0
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 1


(6.15)
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である。積分方程式の摂動的解法が意味をもつためには、Neumann級数が収束し
なくてはならないが、小区間の数N を十分大きくとることによって、|Vi|L/N が
どのインデックス iに対しても常に 1より小さくなるようにできるので、任意の急
減少初期波束に対してNeumann級数を収束させることが可能である。行列 V、V̄
と Gを用いた表記によって、Neumann級数は

A(xj; ξ) =
N∑
l=1

(GV GV̄ )jl + (even) (6.16)

と書ける。散乱振幅が式 (6.11)で与えられ、初期波束が領域 x1 ≤ x ≤ xN+1にあ
ることから、a(ξ)は

a(ξ) = 1 + A(xN ; ξ) (6.17)

と書くことができる。よって a(ξ) は行列

W = 1 +GV GV̄ + (GV GV̄ )2 + · · · = 1

1−GV GV̄
(6.18)

の第N 行の成分の総和である。式 (6.18)に現れる逆行列は、逆行列を得るための
優れた数値計算アルゴリズムを活用することによって容易に計算できる。
本手法のターゲットである滑らかな初期波束に対し、具体的に逆行列W を計算

した例を示す。滑らかな初期波束の例として、sech型 1-ソリトン

ψs(x) = 2 sech2x (6.19a)

とGauss型の波束
ψG(x) = 2e−

π
2
x2

(6.19b)

(図 6.1参照)を与える。波束の台の幅Lは−3.0 ≤ L ≤ 3.0となるように波束の裾
を x = ±3.0で切り落とし、それぞれの初期波束に対して ξ = 0とおいてW を計
算する。小区間への分割数はN = 1200である。計算された逆行列W の各成分の
絶対値の自然対数を取った行列 log|[1/(1−GV GV̄ )]i,j| を図示すると、図 6.2と図
6.3で示されるような下三角行列となる。 さらに、散乱振幅 a(ξ)の決定に寄与す
る第N行だけを取り出し、log|[1/(1−GV GV̄ )]N,j|を比較してみると図 6.4のよう
になる。ただし、N = 1200の点において値が不連続に 0となっているのは、下三
角逆行列W の対角成分が 1となるためである。上で考えた 2つの初期波束は、同
じL2ノルムと半値全幅をもっており、半値全幅の範囲内で、これら 2つの関数の
値の差は波束中心の値 2の 4%以内であるが、図 6.4の値分布における幅の広さや
対称性の違いなどに両者の違いが現れている。
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図 6.1: 2つの典型的な単峰性初期波束の波形。sech型 1-ソリトン (6.19a)と Gauss型 (6.19b)。
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図 6.2: sech型 1-ソリトン (6.19a)に対して ξ = 0.0とおいて計算された行列 log|[1/(1−GV GV̄ )]i,j |
の 2次元プロット。
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Inverse Matrix for the Gaussian
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図 6.3: Gauss型波束 (6.19b)に対して ξ = 0.0とおいて計算された行列 log|[1/(1−GV GV̄ )]i,j |の
2次元プロット。
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図 6.4: 式 (6.19)の 2つの初期波束に対して ξ = 0.0とおいて計算された行列 log|1/(1−GV GV̄ )|i,j
の第N 行をプロットしたもの。
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図 6.5: sech型 1-ソリトン (6.19a)と Gauss型 (6.19b)の 2つの典型的な単峰性初期波束に対して
計算された散乱振幅 |a(ξ)|。ただし ξは実数。

2つの滑らかな初期波束 (6.19a)と (6.19b)に対し、ξを実数として近似的な散乱振
幅 a(ξ)を計算した結果を図 6.5に示す。1-ソリトンである sech型初期波束 (6.19a)

に対する |a(ξ)|は、スペクトルパラメタ ξの全域 0.0 ≤ ξ ≤ 5.0にわたって平坦で、
ほぼ 1である。対照的に、Gauss型初期波束 (6.19b) に対する a(ξ)は定数ではな
い。第 2章で述べたとおり、あらゆるソリトン型初期波束に対して b(ξ) = 0とな
る。式 (2.16a)で b(ξ) = 0としたものと式 Jost関数の境界条件 (2.12)を見比べる
ことにより、a(ξ) = 1であることがわかる。ただし式 (6.7)で示したとおり、ソリ
トン型ではない一般の初期波束に対しても |ξ|が大きくなると a(ξ)は 1に近づく。
図 6.5のプロットは、これらの解析的な結果を再現している。
図 6.5において |a(ξ)|が厳密な 1より小さい原因の 1つは、波束の台を x = ±3.0

で切り落としたためであるが、より重要な主要因は小区間数N が十分ではなかっ
たことである。図 6.6に同一の sech型初期波束 (6.19a)に対して分割数N を変え
ながら散乱振幅 |a(ξ)|をプロットした結果を示す。分割数Nの増加とともに |a(ξ)|

が 1に近づいている様子が確認できる。
すでに述べたとおりGと V との積が下三角行列であるため、数多く存在する専

用の数値アルゴリズム活用することによって逆行列W は容易に求められる。これ
に比して実用的ではないが、理論的には a(ξ)を陽に書き下すことができて、

a(ξ) =
1

C11

−
(

C12

C11C22

+
C13

C11C13

+
C23

C22C33

+ · · ·
)
+ · · · (6.20)
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図 6.6: sech型 1-ソリトン (6.19a)に対して計算された散乱振幅 |a(ξ)|の分割数N 依存性。ただし
ξは実数。

となる。ここで

Ci,j = [1−GV GV̄ ]i,j = δij −
L2

N2

i∑
l=j

VlV̄j (6.21)

という略記法を用いた。なお、式 (6.21)の第 2項は和をとる操作を考慮すると 1/N

の 1次の量と 2次の量との中間のオーダーになる。

6.2 二峰性初期波束への適用
この節では、前節で開発された手法を用い、適度な距離をおいて並べられた 2つ

の滑らかな単峰性波束を重ね合わせてできる二峰性初期波束の散乱振幅 a(ξ)を計
算する。一般に、重畳される 2つの単峰性波束の間には相対位相∆ϕが存在する。
2つのBECによる衝突実験を考える場合、別々に生成された 2つのBECの大域的
位相がそれぞれ別個に定まっていることから、それら 2つの巨視的波動関数の位
相差が相対位相∆ϕとなる。本節では、重ね合わせる 2つの波束の相対位相∆ϕを
0, π, π/2と変化させ、∆ϕが系の終状態に及ぼす影響を調べる。スペクトルパラメ
タ ξを虚数成分が正の複素数として、ξの複素上半面における散乱振幅 a(ξ)の大
きさを計算し、離散的なゼロ点の位置を調べる。以後、小区間数N はN = 600と
し、スペクトルパラメタ ξの刻み幅は実・虚軸方向ともに 0.01とする。第 5章と
同様、得られた結果をNLS方程式を直接 Symplectic-Fourier法で数値積分して得
られた結果と比較する。
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図 6.7: ケース Iの初期波束 (6.22)の波形 ψ(x, 0)。左右のパルス間の相対位相は∆ϕ = 0。

ケース I: ∆ϕ = 0

最初に考える初期波束は図 6.7に示す

ψ(x, 0) = 1.5 {sech[4(x− 1.0)] + sech[4(x+ 1.0)]} (6.22)

であり、重ね合わせられる 2つのパルス間の相対位相∆ϕは 0である。2つのピーク
はx = ±1.0にあり、この初期波束に対して近似計算された散乱振幅の絶対値 |a(ξ)|

を ξの複素上半面における 2次元プロットとして示したものが図 6.8である。図 6.9

には同じ領域おける |a(ξ)|を立体的な 3次元プロットとして示してある。これから
わかるように、|a(ξ)|は ξの虚軸に対して期待通り対称であり、ゼロ点は ξ = 0.31i

の点に 1つだけある。つまり、系の終状態においてただ 1つのソリトンが残留する
ことを示している。第 2章で述べた 1-ソリトンの解析解 (2.40)において η = 0.31

とすると、残留するソリトンの波形 |ψ(x, t)|2の中心の大きさは (2η)2 ∼ 0.3844と
なる。

ケース II: ∆ϕ = π

次に相対的に逆相の関係にあるパルスを重ね合わせた

ψ(x, 0) = 1.5 {sech[4(x− 1.0)]− sech[4(x+ 1.0)]} (6.23)

を初期条件にとる。相対位相は∆ϕ = πであり、式 (6.23)を描画すると図 6.10の
ようになる。ピークは前回同様 x = ±1.0にあるが、初期波動関数の左半分は負の
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|a(ξ)| for Case I

-2 -1 0 1 2

Re{ξ}

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Im
{
ξ
}

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

(0,0.31i) 

図 6.8: ケース Iの初期波束 (6.22)に対して計算された、スペクトルパラメタ ξの複素上半面にお
ける |a(ξ)|の 2次元プロット。∆ϕ = 0。唯一のゼロ点は (0, 0.31i)付近。
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図 6.9: ケース Iの初期波束 (6.22)に対して計算された、スペクトルパラメタ ξの複素上半面にお
ける |a(ξ)|の 3次元プロット。∆ϕ = 0。唯一のゼロ点は (0, 0.31i)付近。
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図 6.10: ケース IIの初期波束 (6.23)の波形 ψ(x, 0)。左右のパルス間の相対位相は∆ϕ = π。

値をとる。この初期波束に対して近似計算された散乱振幅の絶対値 |a(ξ)|を ξの
複素上半面における 2次元プロットとして示したものが図 6.11で、図 6.12は 3次
元プロットである。今回も、|a(ξ)|は ξの虚軸に対して期待通り対称な形をしてい
るが、ゼロ点は ξ = ±0.62 + 0.17iの 2つに増えている。つまり、終状態において
2つのソリトンが残留することを示している。第 2章で述べた 1-ソリトンの解析
解 (2.40)において η = 0.17とすると、残留するソリトンの波形 |ψ(x, t)|2の中心の
大きさは (2η)2 ∼ 0.1156となる。また、波形の移動の速さを決める ζ に関しても
ζ = 0.62とすると、初期波束が瞬時にソリトンになったという仮定のもとに時刻 t

において期待される移動距離は 4ζtであり、t = 45であるならば、距離 111.6だけ
移動していることになる。

ケース III: ∆ϕ = π/2

最後に、相対位相∆ϕ = π/2をもつ 2つのパルスの重ね合わせ

ψ(x, 0) = 1.5 {sech[4(x− 1.0)]− isech[4(x+ 1.0)]} (6.24)

を初期条件にとる。この初期波束は複素数値をとるので式 (6.24)の絶対値をとっ
て描画すると図 6.13のようになる。この初期波束に対して近似計算された散乱振
幅の絶対値 |a(ξ)|を ξの複素上半面における 2次元プロットとして示したものが図
6.14で、図 6.15は 3次元プロットである。今回は、|a(ξ)|の ξの虚軸に対する対称
性が崩れていて、2つのゼロ点 ξ1 = 0.33 + 0.27iと ξ2 = −0.93 + 0.01iの虚数成分
の大きさは同じではない。第 2章で述べた 1-ソリトンの解析解 (2.40)より、振幅
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|a(ξ)| for Case II
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図 6.11: ケース IIの初期波束 (6.23)に対して計算された、スペクトルパラメタ ξの複素上半面に
おける |a(ξ)|の 2次元プロット。∆ϕ = π。2つのゼロ点は (±0.62, 0.17i)付近。
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図 6.12: ケース IIの初期波束 (6.23)に対して計算された、スペクトルパラメタ ξの複素上半面に
おける |a(ξ)|の 3次元プロット。∆ϕ = π。2つのゼロ点は (±0.62, 0.17i)付近。
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図 6.13: ケース IIIの初期波束 (6.24)の絶対値 |ψ(x, 0)|。左右のパルス間の相対位相は∆ϕ = π/2。

|a(ξ)| for Case III
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図 6.14: ケース IIIの初期波束 (6.24)に対して計算された、スペクトルパラメタ ξの複素上半面に
おける |a(ξ)|の 2次元プロット。2つのゼロ点は (0.33, 0.27i)と (−0.93, 0.01i)付近。

の大きいソリトンは ξ1に対応し、波形中心の大きさは 0.2916となる。t = 25のと
きの移動距離は 33で xが正の方向に進むことが見込まれる。一方で、ξ2に対応す
るソリトンの波形中心の大きさは 0.0004と極めて小さくなるため、ソリトンにな
るまで数値計算を行うことは難しいが、振幅を下げながら左側に進行する波束中
心は t = 25において x = −93近傍にあることが見込まれる。

6.3 数値シミュレーションとの比較
前節では、本論文で開発した ZS問題の近似解法を相対位相∆ϕ = {0, π, π/2}を

もつ二峰性の初期波束に適用し、散乱振幅 a(ξ)のゼロ点を調べた。本節ではこれ
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図 6.15: ケース IIIの初期波束 (6.24)に対して計算された、スペクトルパラメタ ξの複素上半面に
おける |a(ξ)|の 3次元プロット。2つのゼロ点は (0.33, 0.27i)と (−0.93, 0.01i)付近。
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図 6.16: ケース Iの初期波束 (6.22)の時間発展。時刻 t = 45における波形 |ψ(x, t)|2。

らの結果の妥当性を確かめるためにNLS方程式の直接的な数値積分を行った結果
を示す。

ケース I: ∆ϕ = 0

図6.16には初期波束 (6.22)を時刻 t = 15まで時間発展させた場合の波形 |ψ(x, t)|2

が描かれており、x = 0付近に単一のパルスが残留していることが確認できる。前
節の計算で、t → ∞でソリトンの中心の大きさが 0.3844と予言されていたのに
対し、数値計算により得られた t = 45での波束の中心の大きさは 0.408とこれに
近い。
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図 6.17: ケース IIの初期波束 (6.23)の時間発展。時刻 t = 45における波形 |ψ(x, t)|2。

ケース II: ∆ϕ = π

図6.17には初期波束 (6.23)を時刻 t = 45まで時間発展させた場合の波形 |ψ(x, t)|2

が描かれており、原点対称に予想通り 2つのパルスが形成されている。これらのパ
ルスの振幅は時間的に減衰しなかった。終状態にできるソリトンの波形に関する
前節の予言値は、|ψ(x, t)|2の中心の大きさが 0.1156、時刻 t = 45における波束中
心の位置は±111.6であった。これらの値に対し、数値計算により得られた t = 45

での波束中心の大きさは 0.1254、2つのピークの座標は±113.2であり、予言と整
合している。

ケース III: ∆ϕ = π/2

図6.18には初期波束 (6.24)を時刻 t = 45まで時間発展させた場合の波形 |ψ(x, t)|2

が描かれており、原点に対して非対称に 2つのパルスが形成されている。振幅の
大きいパルスの波形中心の大きさは漸近的に 0.2916で、t = 25のときの移動距
離は xが正の方向に 33進むことが見込まれる。図 6.18における右側のピークは
x = 31.65で 0.2886をとっているので予言と整合している。一方、振幅を下げなが
ら左側に進行する左側の波束の中心は t = 25において x = −93近傍にある、とい
う予言に対し、数値積分の結果は x = −94.4となり、こちらもよい一致を見せて
いる。
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図 6.18: ケース IIIの初期波束 (6.24)の時間発展。時刻 t = 25.0における波形 |ψ(x, t)|2。

6.4 BEC実験に対するZS問題解析の意義
第 5章と第 6章のいずれにおいても、2つ並んだ非ソリトン型初期波束から放出

される輻射同士の干渉が系の終状態において生成されるソリトンの数に及ぼす影
響を調べるため、ZS問題 (2.8)を通じた解析を行った。しかし、第 5章と第 6章で
用いた方法は同一ではない。第 5章で用いた方法は、初期波束を矩形関数の和に
置き換えてしまっている点で非現実的であり、BECによる実験と直ちに比べられ
るものではない。一方の第 6章では、独自に開発した方法により、互いに相対位
相をもった滑らかな非ソリトン型パルスを 2つ重ね合わせた初期波束に対して輻
射の影響を調べることが可能になった。そして、2つの初期パルス間の相対位相に
よって最終的に生成されるソリトンの数が変化することが確認された。実験系の
分解能が向上すれば、よりリアルで複雑な初期波束形状を用いたシミュレーショ
ンも可能になる。
しかし、実際の実験において別々に生成された 2つのBECの間の相対位相を前

もって知ることは原理的に不可能であって、実験結果は常に不定ということに注
意する必要がある。このような不定性は解として複素数値を許すNLS方程式が記
述する物理系に特有なものであり、実数値関数を解にもつその他のソリトン方程
式に対する初期値問題においてはそのような不定性は存在しない。
そういう意味において、第 6章で開発した方法の価値は、系の時間発展の予測を

目的とした順問題を解く手段としてよりも、系の終状態の情報から逆に系の初期
状態を復元する逆問題を解析する手段を与えたことにある。すなわち、本章で展
開した方法を用いれば、任意の相対位相を与えられた初期パルスから構成される
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初期波束に対してその終状態を予言できる。特に、多数の相対位相に対する解析
結果をライブラリ化しておき、実験結果とこのライブラリのデータを照合すれば、
準備された初期波束の相対位相を推定することができる。そして、多くのBEC対
を用いた実験結果から推定された相対位相の分布から、2つの独立に生成された
BECの相対位相の出現頻度に偏りがないかを調べることができる。第 6章で示さ
れた通り、パルス同士の相互作用においてパルス間の相対位相は極めて重要な役
割を果たし、それによって系の終状態が左右される。したがって、仮に相対位相
の出現頻度に偏りが存在していれば、そのような実験系を用いて生成されたBEC

対を用いて行われた衝突実験の結果は統計的なバイアスをもつことになる。実際
に、粒子線物理学では最終結果の統計平均を取るためにビームのスピン偏極の度
合いを表す密度行列の推定が行われているが [74]、相対位相の出現頻度の分布の
推定も同様の意義をもつものである。
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第7章 結　論

本論文では、1次元の引力型TDGP方程式およびNLS方程式の初期値問題を解
析した。特に、非ソリトン型の初期波束から放射される輻射が系の時間発展にも
たらす効果に着目し、初期波束は全て非ソリトン型に選んだ。これらの方程式は
原子導波路中を伝搬するBECの時間発展を記述し、原子光学において重要な意味
をもつ。

7.1 局所ポテンシャルによる波束散乱
様々な幅をもつ箱型・井戸型ポテンシャルに非ソリトン型 (Gauss型)の初期波

束を入射させ、波束の反射率や透過率が初期波束中心の位置と系の非線形性の強
さにどのように依存するかを数値的に調べた。このような局所ポテンシャル散乱
は原子光学においては物質波のノルムを分割するビームスプリッターのモデルに
なっている。その結果、

• 井戸型ポテンシャルを用いた場合には、入射波束の一部の成分が捕捉されて
しまい、井戸中に滞留し続ける成分が発見された。

ビームスプリッターにとってこのような捕捉された成分の存在は好ましくないた
め、この結果は、原子光学素子としては井戸型（引力型）ではなく箱型（斥力型）
のポテンシャルを用いる方がよいということを示している。一方、このような捕
捉現象は線形の系においては原理的に発生し得ない。そのため、非線形波動や散
乱理論の立場からこの結果を見ると、非線形波動方程式における波束散乱を特徴
付ける現象として、非常に興味深い。現時点で t→ ∞においても井戸中に波束の
一部が残留し続けるかどうかは不明であり、厳密な解析にはこれらの非線形媒質
中におけるポテンシャル散乱理論を数学的に発展させることが必要である。現在
のところそのような理論の構築は成功していないが、将来に向けて非常に重要か
つ興味ある研究テーマが見出されたと言える。
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さて、上で述べた捕捉成分の影響を避けるように定義した反射率Rboxと透過率
Twellを調べると、

• 初期波束から箱型/井戸型ポテンシャルまでの距離 x0 に依存して、反射率
Rboxと透過率 Twellの値が変化することが見出された。

もし、初期条件として 1-ソリトン解を選んでいた場合、初期波束はポテンシャル
の影響が効いてくるまでほぼ自由に伝搬する。その間の波束形状は不変であるた
め、散乱結果が x0に依存することはない。したがって、上の結果は輻射を放出し
ながら形状を変化させる非ソリトン型初期波束を与えたために起こったものであ
る。本研究の結果は、非ソリトン型初期波束の崩壊に伴う形状変化がビームスプ
リッターの性能に影響に与える事実に留意すべきことを示唆している。すなわち、
原子光学的なビームスプリッタの評価においては、実験条件で決まる不定性の範
囲内で初期波束を規定するパラメタを変動させながらシミュレーションを繰り返
し、Rboxや Twellの上/下限を算出することが望ましい。
ところで、上で述べたような「伝搬中の波束形状の変化によって散乱結果が影

響される」という現象自体は、波束が一方的に拡散する線形の量子力学の場合で
も期待されることである。しかし、入射波の単色性が失われたとしても、系が線
形であれば波束のスペクトルは時間的に不変であるため、ポテンシャル幅 aの変
化とともにRboxや Twellに周期的な変化が期待される。ところが、

• 結合定数 g < 0の絶対値が大きくなると箱型/井戸型のどちらのポテンシャ
ルに対してもポテンシャル幅 aに依存したRboxや Twellの周期的変化が消失
した。

これはやはり系の非線形性によってもたらされたものと考えなくては説明できな
い事柄である。ポテンシャル幅 aに依存したRboxや Twellの周期的変化は入射波と
反射波の干渉によってもたらされる波動現象であるため、その消失は引力自己相
互作用によって系の粒子性が強くなったことを反映しており、これも非線形波動
方程式における波束散乱を特徴付ける現象として非常に興味深い。
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7.2 運動量空間の波形におけるパターン形成と輻射の検
出可能性

本研究では数値計算手法に Symplectic-Fourier法を採用したため、実空間のみな
らず運動量空間の波形もモニタリングすることができた。一般に、十分な振幅を
もつ非ソリトン型波束は、振幅を振動させながら輻射を放出し、t→ ∞で生成さ
れるソリトン解に向かって波形を変化させる。そのような波束を与えると、

• 時間発展の過程で、運動量空間における波形に高周波の鋸状パターンが形成
されることが見出された。

本研究は、NLS方程式を用いた解析により、上記の鋸状パターン生成のメカニズ
ムが

• 振幅を振動させながら輻射を放出する波束の本体部分と、波束の本体部分か
ら放出されて左右に拡散する輻射が運動量空間において干渉した結果である

ことを明らかにした。したがって、この現象の発生には、非ソリトン型波束から放
出される輻射の存在が不可欠である。この結果は、従来その振幅の小ささゆえに直
接的な観測が難しいとされてきた輻射の存在を、運動量空間における波形に形成
される高周波パターンの観測を通じて検出する可能性があることを示唆している。
ただし、非線形ファイバ光学など多くの分野では運動量空間における波形を観察
することができないため、この方法による輻射の検出は難しい。これに対し本研
究では、準 1次元系において引力型自己相互作用するBECが、輻射検出に向けた
物理系の重要な候補になりうることを指摘した。実際に実験を行うには、BECの
崩壊を回避しつつ、振幅の振動を発生させるのに十分な粒子数を確保する必要が
ある。Feshbach共鳴の技術を用いて BECを構成する原子間の引力相互作用の大
きさを調整すれば、これら 2つの要求を同時にクリアできる可能性はある。

7.3 崩壊する2連箱型初期波束同士の干渉が終状態へ及
ぼす影響

本研究では、非ソリトン型初期波束が単一のパルスではなく複数連なっている場
合において、初期波束の崩壊に伴って放出される輻射がもたらす干渉効果に着目
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した。研究手段として、NLS方程式の直接的な数値積分に訴えるのではなく、ソ
リトン理論の主要な成果である逆散乱法を活用し、定常的な ZS問題 (2.8)を解析
することによって系の終状態に関する情報を引き出す方法をとった。
まず、先行研究で提案された方法を用い、初期波束に対する散乱振幅 a(ξ)を計

算した。初期波束として単一パルスではなく、距離wをおいて配置された 2つの
矩形関数を与え、矩形関数の振幅ごとに散乱振幅 a(ξ)のゼロ点を探索することに
より、終状態において残留するソリトンの数を求めた。このような矩形関数の和
で与えられる初期波束に対して、先行研究の方法は厳密な結果を与える。そして 2

つの矩形関数が同じ振幅をもつ場合、

• 終状態で生成されるソリトンの数は、初期パルス間の距離wに依存し、2つ
の初期パルスの共通振幅に対して生成されるソリトン数が単調に増加しない
ようなwの範囲が存在する

ことを示した。これに対して、単一パルスの振幅を増やしていったときには、終
状態で生成されるソリトンの数は振幅の単調増加関数となることが解析的に示せ
る。また、wを非常に大きくすると 2つの初期パルスから放出される輻射の干渉
効果が消失することも解析的にわかる。したがって、終状態におけるソリトン数
の非単調な変化は非ソリトン初期波束から放出される輻射同士の干渉によるもの
であることが本研究によって準解析的に示された。さらに、

• 数学的特異点として、散乱振幅 a(ξ)のゼロ点が 1位の極ではなく、多重極と
なるようなパラメタが存在することがわかった。

理論的に多重極ソリトンの存在はよく知られているものであるが、最初から多重
極ソリトンの厳密解を与えるのではなく、初期パルスからの崩壊過程でこのよう
な特異点が生成され得ることを示したことは意義深い。本研究において見出され
た特異点は、2つの矩形関数の共通振幅を上げていったときに、終状態で生成され
るソリトン数が 1から 3へ転移する境界に出現した。この点A0で起こる現象を見
るために、NLS方程式の直接的な数値積分を行ったところ、

• 共通振幅がA0より低い場合、輻射間の間の干渉により発生した 3つのパル
スのうち x = 0付近に形成された 1つを除く残り 2つのパルスは輻射として
x = 0の左右に拡散していくが、この A0付近では左右に形成されたパルス
の拡散は極めて緩慢になり、A0を超えると 3つのソリトンが融合した束縛状
態へ転移する
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振る舞いが観察された。このような数学的特異点が発生するのは測度 0の特定パ
ラメタを選んだ時のみであるが、その存在は 2つのパルスの拡散が急激にスロー
ダウンする振る舞いによって捉えられることがわかった。A0よりわずかに小さい
振幅では、数学的には輻射と分類されるパルスも寿命が極めて長くなるので、仮
に実験でこのようなパラメタが実現されたとすると、2つの初期パルスから 3つの
パルスが生成されたかのように見える可能性がある。
さらに、2つの矩形関数のうち片方がもう片方の 1/

√
2となる振幅を有する非

対称な初期波束の場合に計算された a(ξ)のゼロ点の軌跡はさらに複雑になった。
BECのパルス列を生成した実験 [35]では、非ソリトン型の初期パルスが多数隣接
して形成された。これらの初期パルスは、対向レーザーが作る定在波によるポテ
ンシャルを 1つの大きなBECに作用させ、これを複数の小パルスに切断すること
によって用意された。このような準備方法からみて、初期パルスはいずれも非ソ
リトン型の形状であったとみられる。この実験では、時間発展の過程でパルス数
の変化が見られたが、このようなパルス数の変化は、非ソリトン型パルスから放
出される輻射によって引き起こされた可能性がある。

7.4 相対位相をもつ2つの非ソリトン型波束を重ね合わ
せて得られる二峰性初期波束においてパルス間相互
作用が終状態に及ぼす影響

第 5章において、矩形関数の和で与えられる単純な初期波束形状を仮定するこ
とにより、輻射が引き起こす干渉効果が系の終状態に大きな影響を与える場合が
あることを示した。しかし、現実的な波形と矩形関数の和で表される波形の乖離
は大きい。また、現実的な形状のパルスより角ばった矩形関数を初期値に用いる
ことによって、輻射に転じる成分を過剰に評価してしまう恐れもある。そこで本
研究では

• 急減少する任意の初期波束に対して ZS問題の近似的散乱振幅 a(ξ)を計算で
きる新たなアルゴリズムを開発し、現実的な滑らかさをもつ初期波束に対し
て終状態の情報を引き出せるようにした。

リアルな初期波束に対してその t → ∞での情報を定常的な ZS問題の解析から
引き出す方法を開発したことには、直接的な数値積分の妥当性を検証・裏書きす
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る方法をも与えたという点で意義がある。一般に、系の終状態に関する情報が知
りたいとき、実際に t→ ∞まで数値積分を遂行することは不可能であるし、それ
以前に素早く拡散する輻射が計算領域の両端に達してしまう問題や、数値誤差の
蓄積の問題がつきまとう。しかし、定常的な ZS問題の解析に基づく方法では、こ
れらの原理的問題を回避することができる。
この方法を用いて、相対位相をもつ 2つの非ソリトン型波束を重ね合わせて得

られる二峰性初期波束においてパルス間相互作用が終状態に及ぼす影響を調べた
ところ、

• 重ね合わせられる 2つの初期パルスの波形が同一であっても、初期相対位相
が異なると、終状態に生成されるソリトン数や波形が複雑に変化することが
わかり、これらの結果と NLS方程式の直接数値積分による結果との整合性
も確かめられた。

実際には、2つの独立に生成されたBECの相対位相を前もって知ることは不可
能である。しかし、2つの初期パルス間に色々な相対位相を仮定して得られる計
算結果をライブラリ化しておけば、BECの実験結果とこのライブラリのデータを
照合することによって、準備された初期波束の相対位相を逆に推定することがで
きる。2つの独立に生成されたBECの相対位相はランダムであることが期待され
る。多くのBEC対を用いた実験から推定された相対位相の分布をチェックするこ
とにより、相対位相のつき方に偏よりがないかを調べることができる。パルス同
士の相互作用においてパルス間の相対位相は極めて重要な役割を果たし、それに
よって系の終状態が左右される。仮に相対位相のつき方に偏よりが存在していれ
ば、そのような実験系を用いて生成されたBEC対を用いて行われた衝突実験の結
果は統計的なバイアスをもつことになる。したがって、ある系が生成するBEC対
の相対位相の偏より度合いを評価する方法を与えたことは、原子光学の実験を精
度よく行う上で重要である。
なお、本研究で開発された方法はより広いクラスのソリトン方程式にも適用可

能である。まず、AKNS形式と呼ばれるクラスには NLS方程式以外にKorteweg-

de Vries(KdV)方程式、変形 KdV方程式、sine-Gordon方程式といった重要な方
程式群が含まれている [75]。また、微分型 Schrödinger方程式を含むクラスである
Kaup-Newell形式 [76]や、ループソリトン方程式を含むWadati-Konno-Ichikawa

形式 [77]に対しても、本論文で展開した方法を拡張可能であり、それぞれの方程
式が記述する系に応じて興味深い物理を引き出せる可能性がある。
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7.5 数学的な発展の方向性
本研究は、原子光学的な興味の枠を超えて、純粋に数学的な課題をいくつか見出

した。そのような課題の例として、井戸型ポテンシャルに対する波束の動的散乱
問題における波束の捕捉現象やその永続性の証明をすでにあげた。ここでは、数
学的に興味深いと思われるその他の課題をあげる。
本論文では 2つの異なる方法を用いて散乱振幅 aL(ξ)を近似計算した。ここで、

パラメタ Lは初期波束をコンパクトに近似する際に導入した近似波束の切り落と
し幅である。これら 2つの量を等しいとおいて、

aL(ξ) = lim
N→∞

(
eiξL

N∏
i=1

Ti

)
1,1

= lim
N→∞


(

1

1−GV GV̄

)
1
...

1




N

(7.1)

となる。ただし、Tiは i番目の小区間の転送行列 (5.8b)で、右辺は行列 [1−GV GV̄ ]−1

の第N 行の総和である。ここで、比 L/N を十分小さく保って L→ ∞とすると、

a(ξ) = lim
L→∞

aL(ξ) (7.2)

となる。式 (7.1)はこの論文の主結果の 1つとしての定理を与え、I) 初期 Jost関数
に対して連続的に転送行列を作用させる操作と、II) 初期波束の形状をした散乱ポ
テンシャルで散乱された入射平面波の方向転換に関する、可能なすべての経路に
対して和をとる操作の等価性を主張している。この式を用いてどのような命題が
引き出せるかを追求するのも今後の課題の 1つである。
本論文第 6章では、本研究で開発した上記 II)の方法によって計算された散乱振

幅 a(ξ)の絶対値を、ξの複素上半面上で 3次元プロット (図 6.9,図 6.12,図 6.15)と
して示した。これらの図は全て、散乱振幅 a(ξ)ゼロ点の個数といった、初期波束
の特徴が表現された幾何学的な図形である。終状態に生成されるソリトンの決定
には、散乱振幅 a(ξ)のゼロ点だけが問題となる。そこで、本文中には絶対値 |a(ξ)|

のみのプロットを示したが、本来これらの図形は a(ξ)の位相情報も含んだ複素幾
何学的な図形である。
また、NLS方程式によって記述されるシステムはHamilton系であるため、作用

変数
J(ξ) = − 1

π
log{a(ξ)a∗(ξ)} (7.3)
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と角変数
θ(ξ) = − 1

2i
log

{
b(ξ)

b∗(ξ)

}
(7.4)

とが存在し、これら 2つの変数によって系の Hamiltonianを書き表すことができ
る。本論文で展開した方法を用いると散乱振幅 a(ξ)と b(ξ)を所望の精度で近似計
算可能であるので、ξの複素上半面において作用変数 J(ξ)と角変数 θ(ξ)も計算す
ることができる。これらの変数もまた、初期波束の情報が違った切り口から投影
された複素幾何学的な図形となるはずである。これらの幾何学的図形の性質を調
べるほか、何らかの幾何学的特徴量を定義して実際の物理と対応する情報を与え
ることがどの程度可能であるか検討することも、興味ある課題である。
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付 録A ソリトン方程式の初期値問
題の適切性

第 6章で書き下したNeumann級数を用いることによって、KdV方程式とNLS

方程式の初期値問題の適切性に関するよく知られた結果を簡単に示すことができ
る。まず、KdV方程式に対して行列形式の ZS問題

Ψx = SΨ, S =

−iξ −V (x)

−1 iξ

 (A.1)

を考える。ここで、関数 V (x) > 0は未知関数ψ(x, t)の初期値である。 KdV方程
式の初期値問題では、初期値として任意の係数 V0 > 0がかかったデルタ関数を設
定できることが知られていて、終状態においてただ 1つのソリトンが生成される。
これはKdV方程式の ZS問題 (A.1)が定常 Schrödinger方程式になるからである。
実際に、V (x) = V0δ(x)とおいてみると、散乱振幅 a(ξ)を与える Neumann級

数は

a(ξ) = 1 +

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dx′′e2iξx

′
(−V0)δ(x′)θ(x′ − x′′)e−2iξx′′

(−1) + (even) (A.2)

となる。ここで、変数 x′′に関する積分がステップ関数の Fourier変換そのもので
あることに注意すると

a(ξ) =
2iξ + V0

2iξ
+ (even) (A.3)

を得る。次に、(even)と略記された偶数次数の高次項が全て消えることを見る。ま
ず、最初の項∫ ∞

−∞
dx1

∫ ∞

−∞
dx2

∫ ∞

−∞
dx3

∫ ∞

−∞
dx4e2iξx

1

(−V0)δ(x1)θ(x1 − x2)e−2iξx2

(−1)·

θ(x2 − x3)e2iξx
3

(−V0)δ(x3)θ(x3 − x4)e−2iξx4

(−1)

(A.4)

を考えて、変数 x3と x1の積分を行うと

V 2
0

∫ ∞

−∞
dx2

∫ ∞

−∞
dx4θ(−x2)e−2iξx2

θ(x2)θ(−x4)e−2iξx4

(A.5)
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となるが、因子 θ(−x2)θ(x2)のために上式は 0になる。このことはすべての高次項
で起こる。したがって ξの複素上半面において純虚数のゼロ点は確かにただ 1つ
だけであることがわかる。
これと対照的なのがNLS方程式であって、NLS方程式には原理的にデルタ関数

型の初期波束を設定することは許されない。例えば、V0を任意の複素数とすると
き、V0δ(x)のように表される初期波束は不適切である。なぜならば、散乱振幅 a(ξ)

を与えるNeumann級数のうち最初の 2つの項を抜き出すと

a(ξ) = 1 +

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dx′′e2iξx

′
(iV ∗

0 )δ(x
′)θ(x′ − x′′)e−2iξx′′

(iV0)δ(x
′′) + (even)

(A.6)

となるが、ここで x′と x′′に関する積分を行うと

a(ξ) = 1− |V0|2θ(0) + (even) (A.7)

という無意味な式に導かれるからである。
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付 録B 非線形波動研究史概観

真空中の電磁波などを除き、多くの媒質中では波動の振幅増大とともに解の重
ね合わせの原理が成り立たなくなる。こうした非線形媒質中を伝搬する非線形波
動は、理工学における様々な分野の研究者たちの興味を引き、理論・実験の両面
から多くの研究がなされてきた [27–34]。特に、非線形波動方程式中の分散効果と
自己収束効果との均衡は、パルスの形状を全く変えないで媒質中を伝播する孤立
波解の存在をもたらし、大変興味深い。このような孤立波の中でも、複数パルス
間衝突の際に安定的に振る舞い、粒子的な性質をもつものは、一般に「ソリトン」
と呼ばれている。そして、ソリトン、あるいはソリトンを解にもつ非線形波動方
程式であるソリトン方程式を研究する分野がソリトン理論である [47–54]。
ソリトン研究の歴史は、流体力学において J. Scott Russellが浅い運河を崩壊せ

ずに進行する孤立波の存在を報告したことに始まる [79]。孤立波の存在は長い論争
の的であったが、Kortewegとde Vriesが、この孤立波を記述するソリトン方程式で
あるKdV方程式を導き、孤立波の存在が証明された [80]。しかし、長らくKdV方
程式は、流体力学の限定された場面で現れるモデル方程式と見做されていた。KdV

方程式の発見から半世紀以上経過した第二次世界大戦後、解析的アプローチが困
難な数学・物理学上の問題に対して、大型計算機を援用した研究が盛んに行われ
るようになった。Fermi、Pasta、Ulamは 1次元の非線形ばね格子に与えられたエ
ネルギーのモード間輸送に関する数値計算を行い、当初予期されていた「各モー
ドへのエネルギー等分配」が実現されないことを見出した [81]。そして、Kruskal

と Zabuskyは、非線形ばね格子の連続極限として導かれるKdV方程式の初期値問
題の数値計算を行い、非線形ノーマルモードである「ソリトン」の発生がエネル
ギー等分配則の成立を妨げていることを突き止めた [82]。また、パルス間衝突の
もとで安定な、粒子的な相互作用をする孤立波を「ソリトン」と名付けた。
このように、ソリトンの発見はまずKdV方程式においてなされた。その後、Gard-

nerとMorikawaがプラズマ中で磁場に垂直に伝搬する磁気流体波を記述するモデ
ル方程式としてのKdV方程式を導出してからは、KdV方程式は非線形物理学にお
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いて汎用性のあるモデル方程式として認知されるようになった [83]。ソリトン方
程式として広く認知されていたのは長らくKdV方程式のみであったが、Gardner

とMorikawaがKdV方程式の導出に用いた漸近的領域における摂動的方法が谷内
によって「逓減摂動法」として体系化され、基本的なソリトン方程式が 1960年代
に続々と発見された。実際、逓減摂動法をプラズマに印加される様々な摂動に対
して適用することにより、KdV方程式以外にも変形KdV方程式や 3次の非線形項
をもつ非線形 Schrödinger（NLS）方程式などのソリトン方程式が導かれ、プラズ
マは非線形波動現象の宝庫とも言われるようになった [84, 85]。
ここで登場したNLS方程式は、光電場に対して媒質の屈折率が非線形に応答す

るKerr効果のもとでファイバを伝搬する光パルスを記述することが示された [86]。
そのため、NLS方程式は、ロバスト性に優れた光ソリトン通信を実現しようとす
る非線形ファイバ光学の提唱で脚光を浴びた [87–92]。NLS方程式は、このほかに
も流体中の渦糸の運動方程式 [93]やスピンの歳差運動を記述する Landau-Lifshitz

方程式からも導くことができ [52]、物理的・工学的に最も重要なソリトン方程式
の 1つとされている。最近では、海洋工学でキラーウェーブとして知られるRogue

波 [94]の解析に NLS方程式が用いられている。本論文で扱ったようなNLS方程
式にしたがうパルス同士の相互作用に関する実験は、非線形光学の分野において
光ソリトンを用いて行うことも可能であるが [95]、NLS方程式という名称に反し
て、その対象とする物理系がこれまで全て古典系であったのに対し、本論文で扱っ
たBE凝縮の実現により、非線形波動研究に新しい応用分野が提供された。
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